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　　　h七bis皿ote　wc　d退cu鵠a肥ce武n◎山鵬肚鉗god－ic　theo肥皿for　a皿一enab1e艶㎜三駆oupsエ6】

＆nd－htroduce　the　notion　of　an　erg；od一三c　sequence　for艶㎡gr◎ups　of　non－exp＆nsive：阻apPings

on＆non＿e皿Lpty　c1osed　convex　sub艶t　of＆B皿bert　space．工t　cont出paエt　ofΣny　taユk　given

d汕虹g　the　th辻d　sy㎜posiU皿．on　Nodhe虹An出ysis　and．ApP1ic＆tio鵬he1d．血Ju1y，1998，at

Jos虹U泣ve鯛ity，J＆pξ迦．工wo出a1ike　to竜hε蛆k　the　org｛㎜ize蝸◎f　this卵皿p◎si心㎜for　th曲

虹na　invitation　to　speak鋤d　the辻w弧工n　hospit出ty　d凶g　the　co皿日erence．

2．An趾god豆c　Theo肥阻わr　A醐⑧脳b亙e　Se触童駆oups

　　　Ase皿i臣oup8おc8皿ed。α肌εれα肋辻the肥is＆une鉦虹nction記㎜oユ乏◎◎（8），出e

B＆n＆ch　sp＆ce◎f＆u　bound敏i更e8ユーvaユued－f凹エc七i◎ns　o皿　3　曲th　supre皿u皿nor皿such　th＆七

（i）m（∫）≧0f・・汕∫ξ秤（3）ヨ∫≧0・

（並）m（1）＝1

（泣）㎜（名、∫）＝肌（ブ、ア）＝m（∫）f・・量1∫ξ秤（8）wh…　（㍑）（を）：ア（α君）狐d

　　　（ヅ、∫）（亡）イ（施）f…ユ1に＆

Ab皿e旺自皿ctio皿鉦肌on4◎o（3）s就退f虹ng（i）狐d（並）iscaned．a肌θαπ；η？s＆旋射皿g

（i）ヨ（並），（泣）is　caued㎝伽紗α向α械肌θα狐As　we11k皿◎wn，㎝y　co㎜皿utatiw　se固i甑◎up這
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狐ユe蝸b1e．A舳te駝㎞駆oup5is㎝ea＆b王e辻鋤一ao㎡yif3h鵬＆（㎜立q鵬）㎜虹血釦

id－e8工　B1oweverヨthe缶ee　gr◎up（o貧艶虹group）on㎏o　gener亀tors追not　a皿e忍＆b1e（s8⑧圧3］

㎜d1雀1）．

　　　Aweu－kα◎wn肥sutofDay王2〕（see証s◎正4］）鵬r㎏thatif8is弧a㎜enab1ese㎡一

駆oup，the亙whenev飯　8工｛τ！；8∈8｝　is＆bo篶nded肥pr棚nt就ion◎f8　鑓bo岨ded

㎞e弧ope恥to鵬on＆B＆n㏄h　sp忽ce　亙，比鉗e　exisもs亀皿6t　of舳㎏aver昭鎚　ん　of3

（i．・．f…㏄h勿∈亙，ん（ヱ）i・inth…服・xhu11・f｛乃（”）；・∈8｝）・泌・h触t

b皿11ん（乃イ）（ω）1ト0・・d1㎞1l（乃一∫）ん（・）ll二〇，f…㏄h脈且
（匡　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

　　　h七bムc鎚6，if　E（5）＝F（8）十1）（3），whe肥　F（8）is　th8ixea　po血七set　of8ヨ

㎜dD（3）追th・・1…dh鵬虹・p独・f｛乃卜・；・68㎜d妊E｝，七h・nth㈱i・・

projection　P　onto　F（8）　a1ong　D（8）　狐d－1孤竈乃P＝P　for包u　8e3．F雌七h8㎜o更e，

if”∈亙（8），then　P（ω）is　the　u血que　co甲皿on£xed　po血亡in面｛乃⑦；8∈3｝ヨwh研e

蘭λ　is　the　c1os⑧d　convex　huu◎f　／i．

　　　The£rst　nonhne蛆鉗godic　theore皿for皿onexp㎜sive　rαaps概a8鵠tab亘shed虹1975

byB棚・・叫L・tOb…1…d・・n・眺・ub艶t・f・醐b鉗t・脚・・ndT・n㎝・xp㎜i・・

〕皿＆PPing　of　O　bユto　itse1f．〕二t　the丘xed－P◎in七set　F（T）　of　T　is　non－e幻ユpt1yヨthen　for　e＆ch

¢60，the　C鎚虹◎皿撒迦s

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1れ■1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　3れ（⑳）：亮Σン㌦

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　先＝王

c◎nv鉗g艶weak」y　to　so皿e砂εF（T）．h　tbムc魍eヨpu枕虹gμ＝P”for　e包chω∈0ヨ　P

泊H・鵬xp棚i・⑧廠㏄ti・n・f0・nt・F（T）・u・h亡h・tPT＝τP＝P泌dP・∈

砺｛丁犯ω；れ＝1，2、．。。｝　おr　e＆ch　¢∈α　h圃，丁幽血鎚虹proved：

肺・o肥皿1（181）・工・t8b・鋤湖e四ab1e鵬㎜虹・αp，0b・舳o胱㎜卿c1o・記c・⑳燃

舳旋説・f・孤b就・p鮒亙，鋤d3：｛乃；・∈8｝b㈹肥p欄・独㈱・刀・85鎚皿・蛙

郷飢・j泥皿・pPj㎎・丘・皿0血舌・0．舶㎜・書嵐F（8）＝故記p・批鋤・f8ム

η㎝伽跡丁脇曲・蛇j・阯o刀一跳p鋤sjve肥t脇危j・ηPof0㎝t・F（5）馳曲伽苫

乃P＝肌二p虹・v町・63，鋤d丹∈剛伽1・∈8｝加・附γ・60，w血㈱
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面ノi　ム右血e　c1c糧ed　co幻vex　f泌1of　ノ壬．

　　　丁趾ab一船hi，s　r鍋uユt　was　ex㎏nded　to　u皿並or㎜ユy　conv⑧x　Ba皿㏄h　space　wユth＆趾6chet

雌欲e批i＆b1e　n◎r㎜when3退co皿皿砒就iv⑧by　B丘＆皿◎，Kid◎＆nd　T幽h鵬出同．Howev鉗，

it　h鵬b㈱nε蛆open　prob1e皿for　so皿e虹皿e（see江9】），wheth鉗丁㎞趾，s　resu1t　can　be乱［五1y

extend－ed　to　such　B㎜＆ch　spac鉛fo迂＆皿en＆b1e　s6晦oups．　Rec⑧此工y　tb止prob1e㎜一w鴎

a鵬we肥d－by　Lau，S虹oji㎜一d－丁幽h鵬趾in～6］：

Th⑧・肥㎜2（［61）・臓0b…1・・由・・幻附醐瞼ば・㎜1加血γ・㎝燃B刎飢血・p鮒

万，！・t3b・鋤㎜・η・b／・㏄㎜蚊㎝p，1・む8二｛理；をξ8｝b・舳㎝鉱p鋤・加…㎜．駆㎝p

・り0舳曲脇亡F（8）≠②。肋・犯此・肥㎝眺・滅｛ん｝・f舳．胎・附昭鵠・f8馳曲

伽t加㈱い63鋤d加・紬b・㎜棚珊比銚3・f0，1㎞1μα恥一んω1ト0鋤d
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　α

1i肌11ηんトんωト0㎜並・ダ血y加蜘血z6B・
α

3．Ergod五c　Seq泌e皿ces

　　Let8be　a　s釧nigroup㎜d戸（8）d－eno㎏the　B＆nach　space　of副1プ：8→正もsud1

th・・ll∫l1五一Σ1∫（・）1く・・．嵐（乏1（5））士一舳・州…h・h・tθ≧o㎜d

llθ1F1（・・㎜t・b1・皿・脳）。Th㈱i・・脇吃岨証・・皿・・hti・・㎝41（8）：

（θ・・θ・）（・）一Σ｛θ（・i）θ（・・）；・1・・一・｝・

Then　（ゼ1（3），琳）　is＆B＆孤＆ch砧geb肌，i．e．

llθユ・θ・ll≦llθ・llllθ・ll．

　　　L銚　亙bc－a　Hnbert　space，0　be　a　c1◎s⑧d　conv⑧x　sub鎚t　of1ア，and　8＝｛乃；863｝

bearepr闘ent＆tionof8船no阯e理＆鵬iv6皿app虹騨虹o皿0虹toOsuchF（8）≠②．

　　　Let　z　∈0．　For　e＆ch　砂∈亙，　consider　the　bou皿d－8d肥a1＿vahed　function　on　8
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s H> (T.x,y). Let 6 be a mean on gco(S), define 

(Te(x), y) = 6.((T.x, y)) 

+ ~
 

= {<T.x,y>6(s); s e S} if 6 e (11(S))1. 

Then Ta is a non-expansive mapping from C -> C (see [7]). 

Call a sequence (net) {e~} of means on S an eryodic sequence (net) for non-

expansive mappin9s if for any reprcsentation S = {T.; s e S} of S as non-expansive 

mappings on a closed convex subset O of a Hilbert space into O such that F(S) ~ R, 

then for each x e C, the sequence (net) Ta~ (x) converges weaJdy to a fixed point of S. 

A net of means {,4*} on ~= (S) Is called "asymptotically mvanant" if 

I~n (/h*(~.f) - k~*(f)) = O and 

li"m (kt*(r.f) - p'*(f)) = O for all s e S 

Theorem ([7]). Let S be an amenable semigroup. Then any "asymptoticaily invariant 

net" of means is an ergodic net for non-expansive mappings. 

Notes 

(1) Every invariant mean on eec (S) is asyriptotically invariant. 

(2) If m is an invariant mean on eco (S), then there is a net 6a e (~l (S))+1 such that 

n 
ea has finite support i.e. 6a = ~:; Ai53i (convex combination) such that 

i=1 

ea ~+ m. In particular the net {ea} is asymptotically invariant. Hence {aa} is 

an ergodic net of finite means on S for non-expansive mappings. 

Example ([7]): S = ({O, l, 2, . . . },+) 

1 n-1 

6 ~ k, 5
 n k=0 
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then {en } is an asymptotically invariant sequence of finite means on S. Consequently, 

{6n} is an ergodic sequence of finite Ineans on S for non~3xpansive mappings. 

Problem Is Given an amenable semigroup S, when docs there exist a ergodic sequence 

of countable (or finite) means on S for non-expansive mappings? 

Problem 2: When can the net {Aa } of finite average of S in Theorem 2 be chosen to 

be a sequence dependent on the semigroup S? 
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