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Econometric　Modelling　of　Duration　Analysis：

Its　Methodology　and　Problems

Masako　KUROSAWA

1。　亙鶏也rodUC頗or匿

　　　On　many　occasions，　econometric　analysis　involves　an　investigation　of　the　duration

that　a　particular　subject　occupies　a　state　under　uncertainty．　These　states　may　repre－

sent　a　condition　of　the　subject　in　question，　or　they　may　simply　distinguish　the　period

before　or　after　the　subject　makes　a　particular　decision．　For　example，　economists　may

wish　to　know　factors　that　influence　spells　of　unemploymen£，　workers’　decisions　to

retire，　the　length　of　strikes，　or　the　intervals　between　successive　bargaining．　The

termination　of　a　spell　is　called　failure，　and　the　duration　of　the　spell　until　failure　is

called　the　failure　time，　The　process　that　determines　the　failure　time　is　comprised　of　a

sequence　of　choices　by　the　subject　on　whether　to　continue　or　to　exit　his　or　her　current

state．　For　example，　the　duration　of　unemployment　is　determined　by　a　sequence　of

choices　regarding　whether　the　subject　takes　a　job　offer　and　becomes　employed　or

continues　searching　for　another　job．　Hence，　by　investigating　the　effects　of　potentially

interesting　factors　on　the　probability　that　a　choice　wi｝1　occur，　we　can　study　their

influence　on　the　duration　of　time　spent　in　a　certain　state，　that　is，　on　the　failure　time．

　　　The　purpose　of　this　paper　is　to　review　the　basic　coneepts　and　problems　associated

with　the　economic　applications　of　duration　analysis，　which　have　mostly　been　confined

to　the　field　of　labor　economics，　and　to　present　ways　of　alleviating　such　problems．

　　　First，　the　paper　discusses　a　basic　concept　of　the　hazard　function－in　particular，

its　relation　with　the　underlying　duration　distribution．　The　simple　proportional

hazards　model　and　how　such　a　model　is　applied　to　a　simple　job－search　model　is　also

presented．　This　is　followed　by　a　discussion　of　parametric　maximum　like！ihood

estimation，　which　is　a　conventional　estimation　method　for　the　proportional　hazards

model．　Section　4　extends　the　basic　model　to　incorporate　random　heterogeneity　and

time－varying　explanatory　variables．　While　the　generalization　of　the　model　is　needed

to　avoid　omitted　variables　bias　in　the　estimated　parameters，　they　also　create　difficul－

ties　in　determining　the　parametric　forms　for　both　the　heterogeneity　and　conditional

duration　distributions．　This　is　important　because　economic　theory　rarely　provides

any　rationale　for　them，　nor　can　the　observed　data　unique！y　determine　the　functional

forms　for　such　distributions．　Yet，　incorrectly　assumed　distributions　lead　not　on！y　to

inefficiency　but　also　to　inconsi．stent　estimates．　ln　Section　5，　1　introduce　four　different
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ways　to　combat　such　inference　problems　by　semi－parametric　methods　that

free　the　analysis　from　making　unnecessary　distributional　assumptions．　The　paper

concludes　that　the　adoption　of　semi－parametric　hatzard　formulation　is　the　best

re］nedy　in　alleviating　the　inference　problems．　Determining　which　method　best　suits

the　particular　problem，　however，　depends　on　the　type　of　data　available　and　the　nature

of　the　prob！em．

2．　The　waazard

　　　ln　this　section．　1　introduce　a　definition　of　the　hazard　rate　in　a　continuous　time
　　　　　　　　　　　　　　　　’

setting．iiii　Unless　otherwise　indicated，　it　is　assumed　the　start　of　a　fai！ure　time　is

exogenous，　so　that　all　distributions　are　conditioned　on　such　an　event．　This　is　appro－

priate　since　the　same　conditioning　often　applies　to　the　nature　of　sampling　in　practice．

When　studying　the　duration　of　unemployment，　for　instance，　samples　are　extracted

from　the　pool　of　unemployed，　which　means　that　the　sampling　is　coRditioned　on　the

event　that　these　workers　are　a！ready　unemployed．

　2．1　Hazard　Definition

　　　Let　t　be　a　time　since　the　start　of　a　spell，　and　6　be　a　random　variable　that　repre－

sents　the　length　of　failure　time　（i．e．，　the　length　o£　a　spell　unti！　it　teyminates）．　lt　is

important　to　bear　in　mind　that　6　represents　a　period　of　time　and　not　a　point　in　time．

Instead，　t　represents　points　in　time，　measured　from　the　beginning　of　the　state．　Thus，

for　duration　observations　that　have　different　starting　points，　the　same　value　of　t　cor－

responds　to　different　calendar　dates．

　　　A　study　of　the　behavior　of　duration　！eads　to　studying　the　distribution　of　a　ran－

dom　variable，　6，　which　is　characterized　by　the　following　cumulative　distribution　func－

tion，　F（　’　）：

　　　　　Pr（6　K　d）　＝＝　F（ti］x；e）　（1）
where　x　is　a　vector　of　explanatory　variables　and　0　is　a　vector　of　parameters　that　char－

acterizes　the　distribution　that　requires　estimation．　We　assume，　for　the　momen£，　that

sc　is　time　invariant．　Complement　to　the　above　c．d．f．，　1　un　F（dlx；e），　is　called　the　sur－

vivor　function，　S（dlx；e），　which　represents　the　probability　that　the　duration　of　a　spell

Iasts　at　least　as　long　as　ti．　Analogous｝y，　a　density　function　for　6，　f（e），　can　be　ob－

tained　by　differentiating　F（・　）．

　　　　In　practice，　economic　theory　does　not　usualiy　lead　directly　to　the　duration　distri－

butions，　however．　lnstead，　a　distributioR　conditioned　on　the　past，　called　the　hazard

function，　is　constructed　first，　from　which　the　underlying　probability　distributions，

f（・）　or　F（e），　are　derived．　They　are　then　inserted　into　the　likelihood　function　to　esti－

mate　a　vector　of　unknown　parameters，　e．　Most　economic　models　tend　to　specify　the

hazard　rather　than　the　distribution　function　itself　since　the　problems　of　economic
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choice　are　often　conditioned　on　the　past，　making　the　formulation　of　the　hazard　more

intuitive．　The　hazard　function　measures　the　probability　of　exiting　the　current　state　at

t，　provided　that　the　spell　has　！asted　at　least　as　long　as　t．　lt　is　related　to　the　duration

distributions　as　follows：

　　　　　ん（ちx；θ）一計P・（δε（ちt＋繭≧ちx）一贈耶δ≦諾郎δ，x）

　　　　　　　　　　　　一贈F（t　一F　clt［x；0）　一　F（tlx；e　　　　　dt）！－F磁；θ）

　　　　　　　　　　　　「ご跨1望；2）　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）

The　hazard　rate’is　also　called　the　local　exit　rate，　or　the　escape　rate．　Using　the　rela－

tion（2），　it　is　also　possible　to　specify　the　corresponding　distribution　functions　in

terms　of　h（’）．

　　　First，　differentiate　the　log　of　survivor　function　with　respect　t6　t：

　　　　　d　log　S（tlx；0）　rm　d　log（1　一　F（ti　x；e））

　　　　　　　　　　dt　dt

　　　　　　　　　　　　　　　　　　－i｛一＄fF（鵠）一伽；θ）　　　　　（3）

Integrating　both　sides　over　the　range，　（O，　d），　for　example，　gives：

　　　　　log（！－F（dlsc；0））　＝＝　一f，　tih（t，sc；0）dt　（4）

Given　that　F（Olsc）　：　O，　by　definition，　it　follows　that　the　cumulative　distribution　func－

tion　of　a　duration　is　expressed　in　terms　of　h（・）　as　follows：

　　　　　F（tilx；e）＝＝．i－exp［一f，dh（t，ac；o）dt］　（s）

Given　（5　），　the　correspoBding　density　function　can　be　obtained．

　　　　　f（61xle）　：h（6，xle）exp［一f，ih（t，pa］e）dt］

　　　　　　　　　　　　　＝＝h（（S，x；0）［1－F（6［sc；0）］　（6）

D・n・ting　th・int・g・at・d　h・・a・d，f，”h（ちx；θ）dt，a・細，sc；θ），　the　su・・i…fun・ti・n・an

be　written　as：

　　　　　S（∠1【sc；θ）・＝exp（一ノ1（，t1，x；θ））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（7）

Non－defectiveness　is　required　for　the　duratioB　to　have　a　proper　distribution

so　that　the　density　integrates　to　！．　This　is　satisfied　when　S（oo）＝O，　in　other　words，

鳳ゴん（ちx；θ）dオー，whi・h　is　call・d　th・admissibili£y・・nditi・n・1・p・a・tice，　h・wever，

this　condition　is　not　necessarily　met．　Some　people　may　stay　unemp！oyed　forever．　ln

such　cases，　defective　duration　distribution　arises，　since∬（OQ）〈ユ，
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2．2　Forms　of　the　waazard

　　　How　the　hazard　is　affected　by　the　length　of　the　elapsed　spe！！　is　called　a　duration

dependence，　and　its　form　depends　crucially　on　the　par4metric　specifications　assumed

for　the　hazard　function，　which　in　turn　determines　the　underlying　duration　distribu－

tion．　lf　the　conditional　probability　to　exit　the　spell　does　not　change　no　matter　how

long　the　spell　has　endured，　then　there　is　no　duration　dependence　（i，e．，Oh（t）／　O　t：＝　O），

and　its　process　is　ca！led　stationary．　The　hazard　rate　stays　constant　over　time，　and　the

corresponding　duration　distribution　will　be　exponential．　Usualiy，　however，　it　is

expected　that　thq　hazard　will　either　incyease　or　decrease　with　the　length　of　the

elapsed　spell，　and　it　is　necessary　to　allow　the　hazard　to　have　a　specification　that　is

flexible　enough　to　accommodate　either　case．

　　　In　practice，　the　most　frequently　used　formulation　for　the　hazard　is　the　propor－

tional　form：

h（t，x；e）＝：h，（x；B）h，（t；a） （8）

where　h，（sc；B）depends　only　on　the　explanatory　variables　and　not　on　time，　while　h，（t；a）

depends　only　on　the　elapsed　duration．　The　latter　is　known　as　the　baseline　hazard，

which　is　the　value　of　the　hazard　when　h，（x；x9）＝＝！．　B　and　a　constitute　the　unknown　pa－

rameter　vector，　S．　ln　this　formulation，　the　duration　dependence　is　determiRed　entire！y

by　ho（t；a）．　Hence，　the　explanatory　variables　can　influence　the　scale　of　the　hazard　but

not　the　form　of　its　dependence　on　time，　which　makes　it　easy　to　discriminate　the　ef－

fects　of　time　and　other　explanatory　variables　on　the　hazard．　The　explanatory　vari－

ables，　x，　are　usual！y　assumed　to　affect　the　hazard　exponentially　so　that　hi（sc；B）＝

exp（B’ac），　although　linear　polynomials　or　logistlcs　can　also　be　used．　Exponential　form

is　flexible　and　it　naturally　satisfies　the　basic　requirement　that　the　term　h，（sc；B）　is

always　Ron－negative．

　　　In　order　to　see　how　the　covariates，　x，　are　determined　in　the　economic　applications

of　duration　analysis，　let　us　briefly　consider　a　simplified　model　of　a　job　search．

Assume　that　a　person　who　is　unemployed　can　exit　this　state　only　through　obtaining

employment　and　that　the　process　of　becoming　employed　consists　of　two　steps．　First，

one　has　to　receive　a　job　offer．　Given　a　certain　job　offer，　a　wor｝〈er　will　accept　it　only　if

the　offered　wage　is　at　least　as　high　as　his　or　her　yeservation　wage　（i．e．，　the　minimum

level　of　wage　at　which　a　worker　is　willing　to　work）．　Suppose　that　this　worker　has

been　unemployed　for　a　period　T，　and　a　job　offer　for　such　a　peyson　arises　at　rate　1（T）．

Let　the　distyibution　of　a　wage　offer　be　JE．（Lv）　and　the　reservation　wage，　wr，　be　a　func－

tion　of　the　elapsed　unemployment　spell，　Lur（T）．　The　variable　wr　is　derived　by　optimiz－

ing　the　expected　present　value　of　the　worker’s　future　income　stream．　Then，　this　in－

stantaneous　probability　of　getting　a　job　is　a　product　of　the　probabilities　that　an　offer

will　arise　and　that　the　offered　wage　will　be　higher　than　the　reservation　wage．
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Pr（accepting　a　job　after　T　periods　of　unemploYment　spell）

：＝：　Pr　（offered　wage　〉　Lv’（T））　1（T）

＝＝　（1　一　F．（wr（T）））1（T）

29

（9）

　　　In　other　words，　this　equation　represents　the　probability　of　exiting　a　spell　of

unemploymeRt　after　T　periods　of　unemployment，　given　that　the　worker　has　been

unemployed　for　at　least　a　period　of　T，　Hence，　it　clearly　is　analogous　to　the　hazard

rate．

　　　The　next　step　is　to　designate，　with　the　help　of　economic　theory，　a　set　of　potential－

ly　influential　variables－in　this　case，　any　variables　that　are　likely　to　determine　the

reservation　wages，　offer　rates，　or　offer　wages－as　explanatory　variables　in　the　hazard

function　formulation．　For　instance，　in　the　pioneering　applicatioR　of　duration　analysis

on　unemployment　spells　by　Lancaster　（1979），　the　time　invariant　covariates　included

age，　an　individual’s　unemployment　history，　and　a　replacement　ratio　（the　ratio

between　income　during　unemployment　to　that　of　the　last　job）　for　unskilled　unem－

ployed　workers．　Even　though　the　hazard　rate　in　this　example　is　made　up　of　two　sepa－

rate　components，　it　is　practically　impossible　to　identify　the　structural　parameters

without　further　information．　Notable　exception　is　the　analysis　of　job．search　by　Lan－

caster　and　Chesher　（！983）．　There，　they　were　able　to　make　use　of　survey　data　on　a

pair　of　random　variables　associated　with　the　elapsed　unemployment　spell：　what　work－

ers　expect　to　earn　in　a　new　job，　and　reservatjon　wages．　Using　this　information，　they

were　able　to　deduce，　rather　than　to　estimate，　the　sample　average　of　structural　param－

eters　（elasticities）．i2］

　　　Apart　from　its　simplified　theoretical　basis，　this　model　is　heavily　restricted，in　two

important　respects：　there　is　a　lack　of　both　a　random　heterogeneity　component　and

duration　dependence．　As　exa］〔nined　also　in　Lancaster’sユ979　paper，　since　observable

variables　can　never　completely　explain　all　the　heterogeneities　across　observations，　a

need　for　a　random　heterogeneity　term　arises　if　inconsistencies　in　the　estimated

parameters　are　to　be　avoided．　Also，　in　the　current　specification，　the　hazard　is

independent　of　the　length　of　the　elapsed　spell，　exhibiting　a　stationary　structure．　ln

practice，　there　are　many　cases　where　non－stationarity　may　enter　the　model：　the

hazard　may　be　affected　purely　by　the　passage　of　time　or　indirectly　via　the　explan－

atory　variables，　which　continuously　vary　throughout　the　spell．　ln　the　latter　case，　the

hazard　would　depend　on　the　entire　time　path　of　the　explanatory　variables　since　the

start　of　the　spell，　rather　than　on　its　value　at　a　particular　point　in　time．　ln　general，　as

in　（8），　it　is　customary　to　add　the　baseline　hazard，　ho（t；a），　multiplicatively　to　the　spec－

ification　（9），　where　its　underlying　distribution　is　choseA　rather　arbitrarily　out　of　ana－

lytical　convenience．　Examples　of　duration　distributions　that　underlie　ho（t）　are　listed　in

the　appendix　（see　Cox　and　Oakes　（1984）　or　Kalbfleisch　and　Prentice　（1980）　for　more

detai｝s），

　　　In　Section　4　below，　these　restrictions　are　relaxed　and　the　mode！　is　generalized．
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Before　embarking　on　the　generalization，　however，　it　is　important　to　first　discuss　the

parametric　maximum　likelihood　estimationエnethod，　which　is　most　commonly　used　to

estimate　the　fully　parameterized　duration　models．

3．　Maximum　Likelihood　Estimation

　　　Once　the　parametric　form　of　the　hazard　is　defined　unique！y　in　terms　of　a　vector

of　unknown　parameters　e，　the　corresponding　duration　distribution　can　also　be　para－

metrica！ly　specified　using　the　relations（5）一（6）．　ln　general，　it　is　then　a　simple

matter　to　foyrn　a　likelihood　function　to　estimate　the　parameters　of　interests．　Below，　a

formation　of　the　likelihood　function　is　explained　in　the　presence　of　various　types　of

duration　data．

　　　Depending　on　the　nature　of　the　sampling，　data　may　contain　uncompleted　spells

in　addition　to　completed　spell　observations．　Recorded　uncomp！eted　spells　may　have

an　ambiguous　starting　point　（i．e．，　left　censored）　or　ambiguous　ending　（i．e．，　right

censoyed）．　Left　censoring　occurs　for　spells　that　have　already　started　at　the　time　of

sampling，　making　the　length　of　a　spell　prior　to　the　samp！ing　date　unknown．　Right

censoring，　on　the　other　hand，　occurs　when　some　observed　spells　have　not　yet　termi－

nated　at　the　time　of　samp！ing，

　　　In　general，　the　likelihood　function　to　be　maximized　is：

　　　　　L「馴δ・1κ・；θ）、9．［1一∬（d・lsc・；θ）幅等濃｝1課91、島1｛鵠欝）（1・）

Set　A　and　B　contain　observations　whose　likelihood　functions　are　the　unconditional

probabilities　of　observed　durations．　ln　particular，　set　A　contains　observations　on　com－

pleted　durations，　6i，　and　set　B　contains　duration　observations　that　are　right－censored．

Hence，　the　only　information　avai！able　on　thej－th　observation　in　set　B，　for　instance，　is

that　a　spell　has　lasted　at　！east　as　long　as　dj　and　that　such　a　probability　arises　with

Pr（6　〉　ti」）　xx　1　一F（dj　l　oo；0）．

　　　Set　C　and　D　both　contain　observations　which　are　conditioned　on　the　spell　duration

prior　to　the　sampling　date．　Consider　an　interview　survey　conducted　at　two　different

points　in　time．　lf　the　spell　is　known　to　have　started　tih　prior　to　the　time　of　the　first

survey，　then　this　particular　observation　could　never　have　a　value　less　than　dh．　Hence，

the　corresponding　｝ikelihood　for　this　observation　has　to　be　conditioned　on　the　event，

6＞tih，　which　occurs　with　probabi！ity，　1－F（tii，　l　x；0）．　Set　C，　in　particular，　contains　ob－

servations　on　spell　duratlons　whose　complete　spell　lengths　are　known．　This　applies　to

cases　in　which　the　termination　of　the　event　took　place　prior　to　the　second　survey．　lf

the　lz－th　spell　has　lasted　for　sk　since　the　first　suyvey，　its　total　failure　time　is　sh＋dk．

Hence，　theん一th　likelihood　cornponent　becornes！（∠ノle＋sノ，　Ixk；θ）／（1－F（∠1k　Lx；θ））、Set　1），　on

the　othey　hand，　contains　observations　which　are　censored　from　the　right　with　a

known　duration　prior　to　the　sampling　date．　Conditioned　on　the　event，　6＞　di，　all　one

knows　is　that　the　spell　has　lasted　at　least　for　another　si　periods，　making　the　1－th　spell
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duration　at　least　as　long　as　si＋Ai．　This　is　the　case　if　the　spell　has　not　ended　by　the

second　interview　date．　The　1－th　likelihood　component　is　（1－F　（si＋，（li　lx；e））／（1－F　（tii　Ix；0））．

　　　Note　here　that　there　are　cases　in　which　it　is　better　to　consider　the　duration　under

study　as　a　discrete　random　variable，　having　values　such　as　T，　T＋1，　T＋2，　and　so　on．

For　example，　a　duration　distribution　for　a　strike　can　be　considered　in　units　of　days　if

a　union’s　decision　to　continue　a　strike　is　made　daily．　Obviously，　most　common　ap－

proach　is　to　model　such　a　process　in　discrete　time．　Alternatively，　the　data　can　be　con－

sidered　as　incomplete　observations　out　of　a　continuous　process．　For　instance，　if　the

observed　duration　is　T－days，　we　can　assume　that　the　spell　has　in　fact　lasted　some－

where　between　T　and　T＋1　days．　Hence，　its　corresponding　likelihood　component　is

the　probability　that　the　completed　duration　falls　in　the　interval，（τ，τ＋！），　which　is

（F（T＋1［x；0）一F（z’lt；e））．

　　　Lef“censored　observations　are　associated　with　probleins　known　as　length－biased

sampling　if　entry　to　the　spell　is　Bot　exogenous　（Kiefer　！988）．　ln　the　study　of　unem－

ployment　spells，　’?ｏｒ　instance，　the　probability　of　being　sampled　out　of’　a　pool　of　unem－

ployed　workers　is　higher　for　people　who　stay　unemployed　longer．　ln　this　respect，　the

issue　of　length－biased　sampling　also　applies　to　observations　iR　set　C　and　D　iB　（IO），　al－

though　they　wil！　not　cause　sample　selection　bias　because　they　are　conditioned　on　the

pre－interview　durations．　A　problem　arises　when　entry　to　a　spell　is　endogenous　and　its

timing　is　unknown　（see　Amemiya　！985，　chapter　11，　section　11．2．6，　or　Pudney　1989，

chapter　6，　section　6，4．2），　Suppose　that　the　spell　has　lasted　for　period　d　since　the　sam－

pling　date，　where　the　probabi！ity　to　enter　the　unemployment　state　is　time－invariant

（constant　entry　rate）．　An　individual　with　£he　vector　of　explanatory　variables　x　has　a

duration　density，f（61x；e）．　ln　order　to　compute　the　like！ihood　contribution　of　the　par－

tial｝y　observed　duration　with　unknown　starting　point，　it　is　necessary　to　derive　a　joint

density　that　an　individual　with　x　is　sampled　with　completed　duration，　6，　and　that

such　an　observation　is　sampled　d　periods　prioy　to　the　end　of　the　spell．　Since　this　indi－

vidual　is　at　risk　of　being　sampled　only　while　the　spell　is　in　progress，　the　probability

density　of　sampling　this　individual　with　a　completed　duration　6　is　6f（61x；0）／E（61sc；0）．i3Li

The　denominator　is　inserted　in　order　to　lend　a　proper　density　distribution　that　inte－

grates　to　1．　Given　that　the　completed　duration　is　6，　the　probability　of　observing　the

post－sampling　duration　of　length　d　f｛6　is　1／6　since　it　is　the　same　for　any　d　over　the

range　of　（O，　6）．　From　these　two　probabilities，　joint　density　between　6　and　d　is　calcu－

Iated　to　be　f（61x；0）／E（61sc；0）．　Hence，　the　likelihood　contribution　of　the　partially　ob－

served　duration　is　the　marginal　density　of　d，　which　is　this　joint　density　with　6　inte－

grated　out　over　the　range　（d，　oo）：

f（cllx；0）＝　（1　一F（dlsc；e））／E（61x；0） （11）

As　can　be　seen，　（11）　involves　an　evaluation　of　the　expectation　term，　which　will　be　nu－

meyically　complicated　even　for　a　distribution　with　a　simple　closed　form．　Moreover，

the　constant　entry　rate　assumed　to　derive　the　relation　（11）　is　too　strict　in　practice．　lf
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possible，　the　best　strategy　may　be　to　avoid　using　th6se　types　of　data．

　　　In　a　straightforward　case　when　all　observations　are　uncensored　or　right　censored，

the　log　of　full　likelihood　can　be　writeen　simply　in　terms　of　the　hazard　as　follows：

　　　　　log　L　＝＝Σ1nん（δ，，OOi　lθ）一［Σノ1（δ，，　Xi；θ）＋Σノ1（dj，xノ；θ）］　　　　　　　　　　　　（12）

　　　　　　　　　　　iEA　　　　　　　　　　　　　　　　ご∈A　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ旺β

where／1（d）is　the　inもegrated　hazard　over［0，∠1］　interval，　A　is　the　set　of　uncensored

observations，　and　B　is　the　set　of　right　censored　observations．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　Under　the　regularity　conditions　for！（っ，θis　consistent　and　N（θ一θ）is　dis－

tributed　asymptotically　normal　with　a　mean　of　zero　and　the　following　variance：

　　　　　一［E（　　ユ　∂2ユ09ゐ　　　　　N　∂θ∂θ’）一］　　　　　　　　（・3）

which　can　be　consistently　estimated　by：

　　　　　迂肯零講孕］一’　　　　　　　　　　　　　　　　　　（14）

When　the　eXpreSSiOn　fOr　the　deriVatiVe　iS　nOt　in　ClOSed　fOrm，　nUm．eriCal　maXimiZatiOn

should　be　adopted　to　obtain　the　maximum　likelihood　estimates，　in　which　case，　care

must　be　taken　to　ensure　that　the　global　maximum　is　attained．

　　　As　seen，　the　parametric　maximum　likelihood　estimation　can　easily　accommodate

censored　data．　It　can　also　incorporate　time　varying　explanatory　variables，　as　we　shall

see　Iater，　although　it　wlll　involve　numerical　integration．

　　　There　are，　however，　fundamental　problems　associated　with　the　parametric

maximum　likelihood　estimation．　Particular　parametric　forms　have　to　be　determined

apriori　for　the　hazard　function　to　construct　the　likelihood　function　to　be　estim．ated．

While　economic　theory　rarely　provides　any　justification　on　what　distributional　form

もhe　duration　distribution　should　take，　such　an　assumption　is　cridcial　to　the　estimation

in　that　if　it　is　mis－specified，　the　esむimated　parameters　will　be　inconsistent．　The　intro－

duction　of　a　random　heterogeneity　term　further　complicates　the　problem，　since　this

necessitates　yet　another　pararnetric　assurnption　for　its　density　function　in　order　to

calculate　the　corresponding　marginal　distributions．　It　also　raises　an　identification

problern　between　the　heterogeneity　distribution　and　the　duration　distribution　condi－

tional　on　such　heterogeneity．　Moreover，　a　possibility　of　correlation　between　the

explanatory　variables　andもhe　heterogeneity　term　cannot　be　easi！y　handled．

　　　In　the　following　section，　the　generalization　of　the　model－in　particular，　an　intro－

duction　of　the　random　heterogeneity　and　time　varying　covariates－are　discussed．　Two

interrelated　problems，　inference　and　identification，　inherent　in　the　generalized　model

and　some　novel　approaches　that　alleviate　such　problems　will　be　discussed　in　Section　5．

4．　GeneragizatgoR　of　the　Mode1

4．1　Time　Varying　Covariates

In　practice，　observable　explanatory　variables　often　vary　over　time　during　the
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course　of　a　spell．　lf　so，　duration　dependence　is　not　only　generated　direct！y　by　t　via

h，（t：a），　but　also　by　the　time　path　of　the　explanatory　variables　during　the　spell．　For

instance，　if　a　worker’s　reservation　wages　decline　as　unemployment　spells　lengthen　be－

cause　unemployment　benefits　cease　to　be　provided　after　several　months，　then　the　llke－

lihood　of　exiting　from　the　unemployment　state　wou！d　be　expected　to　increase　with　the

spell，　causing　the　hazard　to　increase　with　time．　The　hazard　is　then　written　as

h（t，sc（t）；e）．　The　duration　distribution　now　depends　not　on　the　value　of　ac　at　certain

point　in　time　but　on　the　entire　form　of　the　time　path，　｛x（t）｝，　since　the　beginning　of　the

spell．i－4i　lt　incorporates　a　possibility　for　the　value　of　x（t）　after　the　start　of　a　spell　to

influence　the　hazard．　For　instance，　the　studies　of　Kennan　（1985）　and　Harrison　aBd

Stewart　（1987）　both　examined　the　impact　of　business　cycles　on　strike　frequencies　and

strike　durations．　Allowing　measures　of　business　cycles　to　vary　during　the　spell，　they

were　able　to　estimate　the　effect　of　a　continuously　changing　economic　environment　on

the　conditional　probability　of　ending　the　strike，

　　　In　order　to　estimate　the　impact　of　continuously　varying　x（t）　on　the　duration　dis－

tribution，　it　is　necessary　to　have　continuous　observations　so　that　the　integral　terms

within　the　likelihood　function　（（15））　can　be　computed．　Since　observations　are　general－

ly　available　at　discrete　points，　an　arbitrary　time　path　for　the　variable　has　to　be　as－

sumed　based　on　the　given　observation　points．

F（d　．1　｛x（t）｝；o）　：＝　1　一　exp［　一f，”h（t，　ac（t）；o）dt］
（15）

　　　Another　difficulty　associated　with　the　introduction　of　time　varying　covariates

arises　from　identification　issues．　This　is　best　illustrated　in　the　proportional　hazards

formulation，　h（t，　x（t）；0）＝　h，（t；a）h，（x（t）；B）．　The　function　h，　（effect　of　time　varying　vari－

ab｝es）　is　only　identified　from　ho　（baseline　hazard）　if　x（t）　varies　substantially　across

observations　or　if　strong　functional　form　is　assumed　for　ho，　so　that　ln（ho）　and　ln（hi）

are　linearly　independent．　Otherwise，　there　would　be　multicollinearity，・

4．2　Random　HeterogeReity

　　　Thus　far，　it　has　been　assumed　that　all　the　heterogeneities　across　individual　ob－

servations　are　explained　by　the　observed　explanatory　variables．　ln　general，　however，

unless　it　is　known　a　priori　that　individuals　are　homogeneous，　it　is　necessary　to　take

into　account　the　population　variation　by　unobservable　random　factors　because　of

incomplete　control　by　the　explanatory　variables　or　mis－specification　of　the　functional

form．　We　represent　such　random　heterogeneity　factors　by　a　disturbance　term，　v，　and

call　its　distribution　function，f，，　a　mixing　distribution　defined　over　the　range　R．．　The

hazard　and　the　underlying　duration　distribution　will　then　be　conditioned　on　v，so　that

they　are　now　written　as　h（t，xlv；e）　and　f（61x，v；e）　respectively．　ln　order　to　obtain　the

uncoBditional　distribution　of　duration，　we　need　to　integrate　out　for　v　over　the　range

Rv：

　　　　　∬（蹴；θ）級。F（ti　l　x，・；θ）fi（・肋
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　　　　　　　　　　　　　一！一濃ρxp［一f，”h（ち・01・；θ）珈・）d・

　　　　　f（61xle）　：＝　．／，1，，h（6，　sc　lv；0）　［1　一　F（61x，　v；0　）］f，（v）alv

As　before，　the　unconditional　hazard　is　given　in　terms　of　F（tilsc；e）　and　f（61sc；e）．

　　　How　do　we　know　which　distribution　is　suitable

practice，　a　pair　of　distributions，

（16）

（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　for　the　mixing　distribution？　ln

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f（61x，v；0）　and　f．（v），　are　selected　for　analytical　conve－

nience，　such　that　they　generate　a　simple　closed　form　for　the　unconditional　duration

distribution，f（61x，v；e）．　This　is　often　called　a　reduced　form　method．

　　　Lancaster　（1979）　assumed　a　Weibull　hazard　function　and　a　gamma　mixing　distri－

bution　in　a　proportional　hazards　model：

h（t，　xi　Ivi；0）　＝　vi　exp　（xi’，（3　）ata”i （18）

This　is　a　common　specification　which　a！lows　for　a　monotonic　duration　dependence，

depending　on　whether　the　value　of　a　is　greater　or　less　than　1．　Flinn　and　Heckman

（1982）　further　generalized　the　conditional　hazard　specification　to　allow　the　hetero－

geneity　term　to　be　correlated　across　spells．　Their　hazard　was　flexible　enough　to　ac－

commodate　various　distributional　forms　and　time　varying　covariates．　Their　hazard　is

called　the　Box－Cox　conditional　hazard，　since　it　involves　a　Box－Cox　transformation：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　亡γ2－1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tn　一1
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　］　，　（19）　　　　　ん（t，Xi（t）lVi；θ）＝exp［β！SCi（の÷ω‘一←μ、　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＋　iCL2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　72　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ri

The　Iast　two　terms　apProach　lo9（のasγ1→O　orγ2→0，　respectively．　This　model　con－

verges　to　a　Weibull　duration　distribution　if　ri＝　O　and　u2　：O，　to　a　Gompertz　if　ri　：1　and

pt2＝O，　and　finally，　to　an　expoBential　if　pa，＝　pt2＝O．　Let　us　also　briefly　review　a　common一

｝y　used　combination　for　discrete　duration　data．　ln　KeRBan’s　（1985）　study　on　strike

durations，　he　used　a　beta　mixing　distribution　and　logistic　continuation　probability

distribution　（1　minus　the　discrete　analogue　of　the　hazard　rate）　for　the　following　three

reasoRs：　（1）　the　resulting　unconditional　density　has　a　closed　form，　（2）　a　parameter　in

the　mixing　distribution　indicates　variance　of　the　heterogeneity，　and　（3）　the　shape　and

location　of　the　hazard　can　vary　flexibly　with　the　explanatory　variabユes（it　can　be

uni－modal，　U－shaped，　」一shaped　or　uniform）．　Harrison　and　Stewart　（1987），　also　in

their　study　of　strike　durations，　adopted　the　discrete　proportional　hazards　model　with

a　multiplicative　heterogeneity　term．　They　assumed　the　exponential　of　v　to　be　dis－

tributed　as　gamma　and　log（一　log（1　一　A，）），　where　A，　is　a　discrete　time　analogue　of　the

baseline　hazard　at　spell　duration　t，　to　be　represented　by　a　third－order　po！ynomial　in　t

to　allow　for　a　flexibi1ity　in　the　form　of　duration　dependence．

　　　What　happens　if　we　ignore　such　random　heterogeneity　altogether？　Lancaster

（1979）　discovered　that　this　will　bias　the　estimate　of　duration　dependence　downwards．

His　maximum　likelihood　estimate　of　duration　depeRdence　parameter　increased　as　he

iRcluded　additional　explanatory　variables　that　were　significant　in　the　model．　lt　in－

creased　even　further　upon　incorporating　a　gamma　mixing　distribution．　Without　the

generalization　of　the　model　by　introducing　a　random　heterogeneity，　short　spell　obser一
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vations　would　contribute　to　raise　the　hazard　above　its　true　vaiue，　and　long　spell　ob－

servations　would　lower　the　hazard　below　ies　true　level，　leading　to　a　spurious　negative

duration　dependence．　Consider，　for　instance，　a　study　of　a　strike　duration．　Suppose　vi

measures　a　degree　of　militancy　of　the　i－th　union．　Then，　it　is　natural　to　assume　that

the　higher　the　v，　the　longer　the　strike　is　likely　to　last　（i．e．，　the　lower　the　hazard）．　lf

we　fail　to　take　v　iRto　account，　the　estimated　hazard　will　be　higher　than　the　true　value

for　short　strikes　due　to　the　presence　of　groups　with　a　low　leve！　of　v，　and　will　be　lower

than　the　true　value　of　the　hazard　for　longer　strikes　due　to　a　high　proportion　of　re－

maining　groups　with　a　high　level　of　v．　On　the　whole，　the　effect　of　omitting　v　alone

would　make　it　look　as　though　the　hazard　declines　with　the　length　of　the　strike．

　　　Hence，　the　entire　purpose　of　introducing　random　heterogeneity　is　to　generalize

the　model　in　order　to　avoid　biases　in　the　estimated　effect　of　variables　of　interest，

duration　dependence　in　particular．　However，　va！ues　of　such　estimates　vary　signifi－

cantly　depending　on　the　mixing　distribution　assumed　for　a　given　specification　of　the

hazard　（Heckman　and　Singer　1984），　even　though　estimates　are　typieally　more　sensi－

tive　to　the　specification　of　the　duration　distribution　than　to　that　of　the　mixing　distri－

bution．　This　makes．　the　correctness　of　the　assumed　functional　forms　for　both　the　haz一
　　　　　　　　　　　　　　　　’

ard　and　the　mixing　distribution　crucial．　The　problem　arises　because　econornic　theory

rarely　gives　any　guidance　concerning　the　nature　of　their　functional　forms．

　　　Is　the　making　of　such　ad　hoc　functional　forms　really　necessaty　for　ideRtification？

In　fact，　given　only　the　data　on　durations，　there　exists　more　than　one　pair　of　specifica－

tions　for　f（61sc，v；e）　and　f，（v）　that　yield　the　same　unconditional　duration　distribution，

F（61sc；0）．　This　is　why　the　methods　outlined　above　have　specified　the　functional　forms

for　both　f（61sc，v；0）　and　f，（v）　in　contro！ling　for　random　heterogeneity，　Only　in　some

cases　where　f（6100，v；e）　is　known　and　certain　conditions　are　satisfied，　is　it　possible　to

uniquely　solve　for　f，（v）for　a　given　f（61x，v；0）．　ln　such　cases，　the　functional　forms　for

both　f（61x，v；0）　and　f，（v）　do　not　have　to　be　as．sumed，　and　hence，　can　avoid　the　risk　of

producing　inaccurate　estimates　of　the　unknowR　parameters．　Specifically，　Elbers　and

Ridder　（1982）　have　shown　that　if　the　hazard　was　known　to　be　of　the　proportional

form　with　a　multiplicative　random　heterogeneity　term：

ん（tlx，ひ；θ）叢ん、（ac；β）ん。（オ；α）o （20）

with　at　least　one　exogeRous　variable　taking　values　along　the　real　line　and　E，（v）〈　oo，

then，　both　the　conditional　hazard　and　the　mixing　distribution　will　be　identified．　The

identification　condition　given　by　HeckmaR　and　Singer　（1984），　on　the　other　hand，　al－

lows瓦（の＝。。，which　permits　a　wider　range　of　distributions　to　be　candidates　for　f，（ひ）．

But　it　has　a　heavier　restriction　on　the　form　of　the　baseline　hazard．　lt’ 窒?ｑｕｉｒｅｓ　the　ex－

istence　of　a　known　constant，　c，　where　the　integrated　hazard，　Ao（d／）　＝＝c　for　a　certain　ti’

for　all　admissible　！lo．　Hence，　for　most　vvTidely　used　parametric　hazard　models　（a　class

of　Box－Cox　hazard　or　a　non－monotonic　｝og　logistic　model），　identificatioB　can　be

achieved　without　any　regressors　by　specifying　a　functional　form　of　the　hazard　up　to　a
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finite　number　of　parameters　and　placing　some　restrictions　on　the　moments　of　the　ad－

missible　mixing　distribution．　ln　particular，　provided　that　there　is　a　parameterization

for　h（tlx，v；0），　non－parametric　identification　of　fi（v）　is　achieved　without　any　regres－

sors．

　　　This　directs　us　to　consider　a　totally　non－parametric　method　or　a　semi－parametric

method　that　removes　part　of　the　necessity　for　specifying　functional　forms　as　ways　to

alleviate　such　problems．

5．　Ways　to　Avoid　Enference　Problems：　Semi－paxametric　twffethods

　　　The　previous　section　discusses　the　identification　pyoblem　in　which　the　mixing　dis－

tribution　ancl　conditional　duration　distribution　are　not　uniquely　determined　by　the

knowledge　of　duration　observation　alone．　At　the　sa］ne　time，　mis－specifications　of　dis－

tributional　forms　not　only　！ead　to　inefficiency　but　also　to　inconsistent　es£imates．　By

estimating　at　least　some　component　of　the　hazard　non－parametrically，　it　is　less　nec－

essary　to　remain　dependent　on　the　correctness　of　the　underlying　distributional　as－

sumptions　that　are　too　often　arbitrary．

　　　This　section　describes　several　methods　of　estimation　and　formulations　of　the　haz－

ayd　function　that　attempt　to　alleviate　the　inference　and　identification　problems　inher－

ent　in　the　parametric　maximum　likelihood　estimation　by　not　assuming　parametric

forms　for　both　f（61sc，v；e）　and　f，（u）．［5ii　ln　particular，　the　partial　likelihood　and　regres－

sioil　methods　are　robust　in　terms　of　functional　assumptions　for　the　baseline　hazard

and　mixing　distribution，　respectively，　A　semi－parametric　maximum　likelihood

method　estimates　either　the　baseline　hazard　or　f，（v）　parametrically，　while　the　res£　is

estimated　non－parametrica！ly．　A　formulation　of　the　hazard　entirely　by　non－parametric

means　is　calied　an　actuarial　approach　and　is　introduced　last．

5．1　Partial　Likelihood

　　　Under　the　pyoportional　hazards　formulation（（8）），　it　is　possible　to　draw　an

inference　about　the　effects　of　exp！anatory　variables　without　any　knowledge　of　the

functional　form　of　the　baseline　hazard，　he（t；a）．　ln　this　method，　likelihood　is　construct－

ed　by　utilizing　ranks　rather　than　values　of　the　observed　durations　so　that　the　para－

metric　form　does　not　have　to　be　assumed　for　the　base！ine　hazard．

　　　　First，　order　all　observations　of　spell　duration　such　that　6i〈62〈63〈．．．6N．　lf　the

／’一th　spell　is　of　length　6i，　it　implies　that　the　／’一th　spell　lasted　for　6i，　which　was　the　i－th

shortest　amongst　all　the　duration　observations．　The　／’一th　observation　has　a　vector　of

explanatory　variables　scノ，　Tlhen，　the　conditional　probability　that　theノーth　spel！is　of

Iength　6i　is：

　　　　　ん（δご，acノ；θ）／Σん（δ，κh；θ）

　　　　　　　　　　　　　　た∈凡

where　h（6i，　aci；0）me　ho（6i；a）hi（scj；B　）．

（21）

Ri　represeR£s　the　risk　set　prior　to　6i，which　includes
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observations　on　durations　that　are　longer　than　or　equal　to　6，　but　noもyet　terminated　at

the　speU　durationδ，．　（2！）represents　a　probability　thaもtheノーth　spell　ends　atδ，，given

that　one　of　the　spells　in　the　risk　set　R，　ends　atδ‘．　This　probability　is　conditional　on

the　entire　history　of　failures　and　censoril｝9　Prior　to　the　elapsed　duration　6，．The　base－

line　hazardん。（・）cancels　out　because　of　the　multiplicative　form　assumed　by　the　pro－

portional　specification．　Hence，　a　contribution　to　the　likelihood　of　the．ノーもh　duration

observation　that　is　the　i－th　shortest　is，　h，（xi；β）／Σん、（κh；β）．　The　joint　distribution　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たビノせび

the　entire　set　of　observed　failure　tim．es，δ、，δ2，．．．δA，，　can　be　obtained　using　the　chain

ru！es．　Hence，もhe　log　of　partial　likelihood　to　be　maximized　is：

　　　　　　　　　　　　
　　　　　！o9五＝Σ［1n　h，（xノ；β）一ln（Σh、（κlt；β））〕　　　　　　　　　　　　　　　　　（22）
　　　　　　　　　　　ノ＝l　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　hE」R，

　　　The　intuition　behind　the　fact　that　only　the　rank　inforrrlaもion　is　sufficient　to　make

an　inference　aboutβcan　be　seen　by　considering　any　orle－to－one　strictly　increasing

transformation．　Under　such　a　transformation，ん。（t；α）wi！l　not　be　identified，　but　the

order　of　the　durations　will　remain　unchanged　and　can　be　used　to　identifyβ．

　　　Censored　observations　can　easily　be　incorporated　into　this　partial　likelihood

framework．　However，　if　an　observation　is　censored　between　durationδ，　andδ，．1，　its

contribution　to　the　likelihood　wiU　be　confined　to　the　risk　set．　Ties（when　more　than

one　duration　observation　with　the　same　spell　length　exist）will　reduce　the　efficiency　of

the　estimator　but　can　still　be　dealt　with　in　a　similar　manner．　Like！ihood　contribu一
　　　　　　　　　　　，

tions　of　tie　observations　will　have　common　denominators　with　different　numerators

associated　with　a　different　set　of　explanatory　variables．　This　method　of　estimation　is

also　suitab！e　for　the　hazard　that　involves　time　varying　explanatory　variables．　Condi－

tional　probabiliもy　that　theノーth　spell　term．inated　atδ，（again，　the　i－th　shortest　of　all

ObSerVatiOnS）beCOrn．eS　hl（Xノ（δ）；β）／Σh、（Xk（δε）；β），　Whereκh（δ）denOteS　the　Va！Ue　Of　eX一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　たこ　ぬ

planatory　variables　facing　the　k－th　spell　at　duration　6，．　When　the　covariates　do　not

depend　on　time，　the　product　of　conditional　probability　can　be　interpreted　as　the

“marginal”likelihood　of　ranks．　With　continuously　varying　variables，　the　likelihood　of

rrlarginal　or　conditional　probability　is　no　longer　inferable，　but　corresponds　to　the　full

likelihood　without　the　term　that　reflects　inform．ation　on　the　gaps　beもween　the　succes－

sive　failure　times．　Cox　and　Oaks（1984）show　that　the　estimator　derived　from　this

method　will　be　consistent　and　asymptotically　normally　distributed。　The　information

matrix　of　the　full　and　partia！maximum　likelihood　estimator　converge　to　var（x（の）

and　E（var（κ（の1の），respectively，　for　groups　defined　by　the　failure　time，　t．　Then，　the

relation：

Var（sc（t））　：E｛Var（x（t）lt）｝　＋　Var｛E（sc（t）lt）｝ （23）

shows　that　the　asymptotic　efficiency　of　the　partial　！ikelihood　relative　to　the　full　likeli－

hood　will　be　high　if　the　ratio　of，　the　between－spells　component　of　var（x（t））　（i．e．，Var

｛E（sc（t）lt）｝）　to　the　within－spells　component　（i．e．，E｛var（x（t）lt）｝）　is　small．　lt　depends　on

how　useful　the　information　provided　by　the　gaps　between　the　successive　failures
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would　be　in　determining　the　coefficients　on　oo．　This　condition　applies　unless　the　coef－

ficients　on　x　are　far　from　zero，　unless　censoring　depends　strongly　on　x（t），　or　unless

there　are　strong　time　trends　in　x．　As　discussed　in　Section　4．1，　this　irnplies　that　the

parameters　of　exp｝anatory　variables　will　not　be　identified　if　they　are　closely　correlat－

ed　with　the　elapsed　duration．　Aiso，　a　loss　in　precision　is　greater　for　the　partial　likeli－

hood　for　a　small　sample．

　　　A　mukiplicative　random　heterogeneity　term　can　also　be　incorporated，　although　it

will　involve　multiple　integrations　of　order　Ri，　which　is　a　dimension　of　the　risk　set；

however，　such　a　computation　will　be　tremendously　messy．　Lastly，　if　oBe　is　interested

in　the　duration　dependence　rather　than　the　effect　of　time　varying　covariates，　this　esti－

mation　method　will　not　be　useful　since　parameters　of　the　baseline　hazard　cannot　be

estimated．

5，2　Regression　Method

　　　An　a1ternative　approach　to　estimating　the　proportional　hazards　model　is　to　trans－

form　it　into　a　regressioR　format　with　the　log　of　integyated　baseline　hazard　as　a　de－

pendent　variable．　ln　general，　for　the　hazard　function，　h（t，　x；　e）＝　ho（t；a）hi（x；B），　the　un－

derlying　duration　density　is：

　　　　　！（δ100；θ）＝h（δ，x；θ）exp（一ノD　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（24）

where　A　denotes　the　in£egrated　hazard，f，6h（t，　x；o）oft．　The　transformation　of　a　variable

fromδto／1　will　give　the　density　of／1　as　f．i（i【x）＝・　exp（一i），　since　the　Jacobian　of　trans－

formation　is　l　d6／ofAl＝　h（・）．　Hence，　A　has　a　unit　exponential　distribution．　Further

transformation　from／1　toεニーlog／1　would　give：

　　　　　f，（Elx）一一eLEbXp（一e’E）＝＝exp（一E－e’E）　（25）

This　transformed　variable，　E，　is　the　log　of　an　exponentially　distributed　random　vari－

able，　and　it　has　a　type　1　extreme　value　distribution．　For　the　proportional　hazards

model　with　a　multiplicative　random　heterogeneity，　h（t，　x；0）　：exp（B’x）ho（t；a）v，　an　ex－

pression　for　一　log　A　is　as　follows：

　　　　　一log　／1　＝＝　B’sc＋logv＋log　f，“he（t；a）dt　（26）

Denoting　the　last　term　as　In／lo（δ）and　replacing－log／1　byε，　this　can　be　rewritten

as：

一ln／1。（δ‘）＝　B’SC，＋IOgVi＋εf （27）

for　the　i－th　observation．　This　is　a　regression　equation　with　a　fixed　effect，　log　vi，con－

ditional　on　vi．Unconditiona！ly，　it　has　a　composite　error　term　Ei　一一logvi．　［［”he　variable　Ei

is　distributed　as　a　type　1　extreme　value，　and　hence　has　a　constant　mean　W（1）　and

variance　W’（！）　where　W（・）　is　a　digamma　function．　lts　mean　can　be　absorbed　into　the

constant　term，　and　its　variance　can　be　compared　with　the　variance　of　the　least　square
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residuals　to　test　the　existence　of　omitted　regressors．　As　long　as　x　is　not　correlated

with　the　composite　error　term　and　all　the　duration　observations　are　complete，　the　re－

gression　of－ln五。（6，）on　xi　would　provide　consistent　estimates　ofβand　var（のwithout

assuming　any　functional　forms　for　the　distribution　of　v．

　　　A　special　case　in　which　the　dependent　variab！e　simpiy　reduces　to　a　log　of　dura－

tion　is　the　case　of　a　constant　hazard，　h（t，　sc；cu，B）＝＝　cre　B’Xv．　Since　！n　／lo（6i）＝＝ln　a＋ln　（6i），

log　6i　：＝＝　一，8Xxi　一log　a　un　log　vi　一Ei （28）

On　the　other　hand，　under　Weibull　distribution，　h（t，　x；a，　／3）　＝Tat“一ieS’”：

log　6i　＝　ao　＋　cti’xi　＋　Et （29）

where　ao　一ww　一IogT／a　and　a］　：＝　一B／cr　and　Ei　again　has　a　type　1　extreme　value　distribution．

Note，　however，　that　it　is　not　possible　to　identify　B　from　cr　under　the　Weibull　baseline

hazard　formu！ation．

　　　The　advantage　of　this　！east　square　method　is　that　it　is　simp！e　to　compu£e　and　is

distribution　free，　since　Ro　assumption　is　required　for　the　distribution　of　the　error

term　（i．e．，　mixing　distribution）．　Moreover，　the　correiation　between　the　error　term

and　the　explanatory　variables　can　be　easily　handled　by　an　instrumental　variables

technique．　ln　addition　to　the　examples　above，　log　normal　or　log　logistic　distribution

for　the　baseline　hazard　with　time　invariant　explanatory　variables　ean　also　be　trans－

formed　into　a　simp！e　regression　of　the　log　duration．　For　instance，　in　a　study　of　un－

employment　spells　by　Stephen　Jones　（1988），　he　transformed　a　proportional　hazards

model　with　Bo　duration　dependence　」．nto　a　log－linear　fuRction　in　the　elapsed　duration．

Even　though　his　data　consisted　mainly　of　censored　unemployment　spells，　reservation

wages　at　the　time　of　each　censoring　were　available，　enabling　him　to　study　the　rela－

tion　between　the　elapsed　unemployment　spell　and　reservation　wages．　He　assumed　an

offer　probability　to　be　distributed　as　Pareto，　from　which，　he　derived　the　expected　val－

ue　of　the　elapsed　unemployment　spell　to　be　a　log　linear　function　of　reservation　wages

and　a　random　error　term．　A　possible　endogeneity　of　the　reservation　wage　was　easily

dealt　with　by　instrumenting．　The　instruments　were　chosen　so　that　they　affect　the

yeservation　wage　but　not　the　exit　rate　（i．e．，　search　cost）　such　as　the　level　of　benefits．

They　found　that　the　results　from　this　IV　estimation　were　more　significant　and　also

economically　sensible　than　the　simple　OLS　estimates．

　　　This　regression　method　can　also　incorporate　explanatory　variables　that　are

time－varying，　although　the　dependent　variable　becomes　a　non－linear　functioR　of　dura－

tions　and　parameters　of　the　baseline　hazard，　a．　For　instance，　Kurosawa　and　Pudney

（1993）　examined　the　impact　of　time　varying　covariatesLin　particular，　incomes　po！icy

dummies－on　contract　duration．　lt　was　important　to　allow　the　impact　of　incomes

policies　not　only　at　the　time　of　the　previous　bargain，　but　also　at　any　time　after　the

bargaining　is　struck，　so　that　any　new　policy　that　came　into　effect　after　the　last　bar－

gain　may　exert　some　impact　on　the　probability　of　striking　another　bargain．　ln　this
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way，　the　model　enabled　them　to　distinguish　the　two　separate　effects　of　incomes　poli－

cies　on　wage　changes：delay　and　moderation．　Their　hazard　specification　invoユved

time－varying　explanatory　variables，　time　invariant　observables　unique　to　each　group，

and　the　fixed　effect：

h（t［Cn，　Zns，　Xn（t），　LLn，　Vns　10）　＝＝　eXP　［／8　Xacn（t）　＋　7’o　＋　18　i’Cn　÷　7’2’2ns　＋　LLn　＋　Vns］　ho（tlCU） （30）

where　suffix　n　indicates　groups，　and　s　indicates　spells．　Their　data　contaiBed　more

than　one　observation　by　the　same　group　（multiple　spell　data），　hence　some　variables

were　specific　to　spells　as　well　as　to　groups　（2．，），　while　others　were　only　group－specific

（c．）．　Using　the　same　transformation　process　as　in　（27）　and　assuming　a　constant　base－

line　hazard，　this　hazard　formulation　was　transformed　to　the　following　regression　for－

mat．

Lns＝γo＊　＋γ1’C，、＋γ2！2n、÷乙6n＋εns （31）

where　ro“　＝＝　70＋W（1）　and　where　the　dependent　variable　involved　a　numerical　integra－

tion：

L．，　＝　一　ln　［f，6”Sexp　［B’sc．（t）］　ho（t；cr）dt］
（32）

for　each　ns－th　observation．　Their　model　was　estimated　by　the　General　Method　of　Mo－

ment　which　easily　handled　the　possibility　of　correlation　between　the　covariates　and

the　error　term　by　instrumenting．

　　　There　aye　a　few　drawbacks　associated　with　this　method，　however．　First，　there　is

no　simple　way　of　handiing　the　severely　censored　data．　A　method　used　to　build　the

Tobit　model　can　be　app！ied　based　on　the　extreme　value　distribution　of　s，　though　the

resulting　non－linear　computation　of　the　like！ihood　will　no　longer　be　simple．　ln　this

respect，　the　regression　method　is　particular！y　suitable　in　a　case　such　as　Kurosawa

and　Pudney’s，　where　the　study　is　concerned　not　on1y　with　the　process　of　failure　times

but　also　with　another　random　variable　called　mark－which，　in　their　study，　was

wages－that　is　observed　as　a　result　of　a　failure，　since　marks　are　necessarily　associat－

ed　only　with　completed　spells．　Also，　as　can　be　seen　from　the　example　of　Weibu11　dis－

tribution，　it　is　not　possible　to　identify　B　and　a　since　a　constant　term　absorbs　a．　ln　the

presence　of　time　varying　covariates，　their　effects－in　particu！ar，　those　of　trending

variables－would　be　difficult　to　identify　from　a，　unless　there　are　sufficient　variations

in　the　covariates　across　individuals．

　　　Lastly，　because　of　the　explosive　nature　of　a　logarithm　near　O，　it　is　not　suitable

for　the　data　if　they　con£ain　observations　on　short　durations　which　aye　contaminated

with　］neasurement　errors，　or　if　the　study　is　aimed　particularly　at　short　durations．

Still，　for　its　great　simplicity，　the　least　square　regression　estimator　is　useful　as　a　tool

for　preliminary　analysis　and　a　specification　test．
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5．3　Semi＃一parametric　Maximum　Lil｛elihood

　　　The　semi－parametricエnaximum　likelihood　approach　can　generally　take　two

forms：one　is　to　assume　a　specific　form　for！（δisc，v；θ）and　to　estimate　f．（ひ）non－para－

metrically，　while　another　is　to　assume　a　specific　for：m　for　f，（v）and　estirnate　the　base－

line　hazard　non－parametrically．　Either　way，　it　is　possible　to　derive　the　estirnates　of

もhe　interesting　parameters　by　imposing　fewer　arbitrary　specification　assumptions，

thereby　avoid　bearing　the　unnecessary　risk　of　estimating　inaccurately．

　　　First，　consider　the　case　of　an　unknown　mixing　distribution．　Heckrnan　and　Singer

（1984）have　proven　that　it　is　possible　to　use　observed　duration　data　to　consistently　es－

timate　both　f，（ひ）and　the　parameters　in　the　conditional　duration　distribution，　provided

that　we　know　the　specification　of！（δ　1v，x；θ），　In　particu！ar，　for　the　proportional　haza－

rds　rnodel　in　the　presence　of　censoring　and　tirne－varying　covariates，　the　non－para－

rnetric　maximum　likelihood　estimation（NPMLE）yields　consistent　estirnates　when

ん（t，κ；θ）is　specified　up　to　a　finite　number　of　parameters　and　f．（o）has　a　certain　behav－

ior　in　its　tail　distribution．　Their　proof　verified　the　conditions　stated　in］Kiefer　and

Wolfowitz（ユ956）that　ensure　the　exisもence　of　a　consistent　estimator　for　both　the　mix－

ing　distribution　andθ．

　　　Their　maximum　likelihood　estimator　for　the　vector　of　parametersθand　the　mix－

ing　distrib　ution　f，（ひ）are　derived　by　solvingもhe　following　problem：

　　　　　　耀。禽1・9（五！（δ卸；θ）卿））　　　　　　（33）

whereθis　the　parameter　space　forθ，　where　V＝｛f，：fv（v）≧O　is　non－decreasing　and
・ight・・ntinu・u・，　where　Xdf・（・）一・｝，　and　where　Ni・th・t・t・humber・f・bservati・n・・

They　then　showed　that　for　a　fixedθ，　the　non－parametric　maximum　likelihood　estima－

tor　of　fv（v）is　a　step　function　with，　at　most，　N寧discrete　points，　where　N＊is　smaller

than　the　total　number　of　distinct　values　of（δ，，xi）．　Hence，　the　problem　reduces　to：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　かゆ

　　　　　θ，N＊，　　max　　，Σlo9［Σ！（δよ冶，vノ；θ）Pノ］　　　　　　　　　　　　　　　　（34）
　　　　　　　　　　　P、，P，，．．P、・・，り、，ひ，，．．o、・・i”1　　ノ刈

　　　　　　　　　　ドホ

subject　toΣPノ＝！and　Pノ≧Ofor　allノ．　In　the　case　of　a　general　proportional　hazards
　　　　　　　　　ノニま

model　with　a　multiplicative　heterogeneity，ん（tisc，v；θ）＝　h1（sc；β）ん。（t；α）v，the　transforma－

ti・n・f・・a・iabl・f…tt・th・i・t・g・at・d　h・・a・d，A，（i・e・，A・・f，δhi（・；β）ん・（t；α）dt）・im－

plifies　the　hkelihood．　The　derlsity　function　of　／L，conditional　on　び　is　exponential．

Hence，！（ノNv）罵oexp（一ノ1v）．　The　optimization　problem　can　be　rewritten　accordingly：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ド　　　　　ガタ
　　　　　θ，2V＊，　　m．ax　　　，Σlo9［，Σ防exp（一ノ1・vノ）Pゴ］　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（35）
　　　　　　　　　　P、，P，，．．PN’，Vl，V、，．．ひぺ目　　 ノ＝1

　　　　　　　　　　り
subject　toΣ一ρノ＝1and　Pノ；≧Ofor　a11ガ6」Everl　though　asyrrlptotic　standard　error　cannot
　　　　　　　　　ノニコユ　　　　　　　　　　ロ

be　cornputed　from　the　Hessian　of　the　likelihood　since　the　dimension　of　the　parameter

space，　N㌔varies　with　N，　the　resulting　estimaもes　are　consistent　as　long　as／V＊is

allowed　to　increase　appropriately　with　N．　Heckman　and　Singer　suggested　the　use　of

an　EM　algorithm（Dempster，　Laird，　and　Rubin　1977）to　achieve　convergence　to　a　sta一
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tionary　point．　This　iterative　process　starts　with　estimating　f．（v），　using　the　above

NPMLE　for　a　given　0　that　determines　h，（x；B）and　ho（t；a）．　Given　a　set　of　estimated

parameters　for　fi（v），　e　is　estimated　by　the　parametric　maximum　likelihood，　which

would　yield　a　new　value　for／1．　This　is沁serted　back　into　the　above　optimization

problem　to　yie！d　a　new　set　of　estimates　for　f，（の．　The　process　is　iterated　in　this　way

until　convergence　is　achieved．　Although　only　the　global　maximum　ensures　consisten－

cy　of　the　estimator，　this　type　of　likelihood　is　plagued　with　multiple　local　maxima．

This　calls　for　experimentation　with　several　a！ternative　starting　points，　which　makes

this　method　computationally　demanding．　Monte　Carlo　experiments　conducted　in

Heckman　and　Singer’s　other　paper　（Heckman　and　Singer　1982）　showed　that　the

NPMLE　succeeded　in　estimating　e　that　predicts　the　sample　well，　although　the　mixing

distribution　was　imprecisely　estimated．　Also，　the　NPMLE　could　not　estimate　more

than　four　points　of　increase　for　f，（v）．　While　mis－specification　of　the　parametric　1（v）

significantly　biased　the　estimates　of　0，　allowing　for　a　very　fiexible　parametric　form

（with　more　than　2　parameters）　for　f．（v）　seems　to　guard　the　estimates　of　0　from

becoming　heavily　biased．　ln　this　sense，　the　NPMLE　can　be　used　as　a　test　in　deter－

mining　the　plausibility　of　the　parametric　MLE，　although　there　are　no　formal　test

statistics　to　conclude　its　plausibility．

　　　In　Heckman　aRd　Singer　（1984），　they　only　estimated　the　random　heterogeneity

term　non－parametrically，　while　the　baseline　hazard　remained　heavily　parameterized．

In　light　of　the　fact　that　the　parametric　form　of　the　baseline　hazard　is　often　difficult　to

determine　except　for　its　overall　shape，　it　would　be　convenient　if　we　could　also　esti－

mate　it　nen－parametrically－in　terms　of　a　discrete　step　function．　ldeally，　a　separate

parameter　should　be　assigned　for　every　distinct　duration　observation　in　the　sample．

But　in　practice，一a　number　of　steps　have　to　be　consulted　for　the　sake　of　efficiency．

Meyer　（1986）　discusses　efficiency　comparisons　betweeR　the　semi－parametric　hazard

and　the　parametric　maximum　likelihood　estimates．　He　states　that　in　a　situa£ion

where　the　explanatory　variables　differ　more　across　observations　than　over　time，　or

when　the　exp！anatory　variables　include　a　time　trend，　the　semi－parametric　method　not

on｝y　！oses　litt！e　ef£iciency　but　a！so　ensures　consistency．　He　found　that　the　resulting

estimates　of　the　covariates’　parameters　are　very　similar　to　those　obtained　by　Cox’s

partial　likelihood．

　　　Furthermore，　Han　and　Hausman　（1986）　have　found　that，　given　a　certain　condi－

tion，　both　the　baseline　hazard　and　the　mixing　distribution　can　be　identified　from　the

observed　data，　and　are　hence　estimable　non－parametrically．　They　proved　that　the　es－

timates　of　the　covariates’　parameters　are　asymptotically　normal　if　at　least　one

pre－determined　variab！e　is　partly　continuous．　However，　as　Meyer　（1990）　found　in　his

study　on　unemployment　spells，　the　estimation　involving　a　discrete　distribution　with

many　points　are　difficult　in　practice，　particularly　with　respect　to　the　mixing　distribu－

tion．

　　　Meyer　tried　to　estimate　the　effects　of　time－varying　covariates－in　particular，　that
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of　unemployment　benefits－while　estimating　both　the　baseline　hazard　and　random

heterogeneity　non－parametrical！y．　The　data　contained　both　completed　and　right　cen－

sored　observations．　Since　they　are　all　recorded　iR　term　of　weeks，　observations　cou｝d

be　regarded　as　being　sampled　out　of　a　discrete　time　duration　distribution．　lnstead，

he　regarded　them　as　incomplete　observations　from　continuous　time　distribution，　so

that　the　likelihood　component　of　a　spell　that　was　reported　to　have　lasted　for　6」　weeks

is　P戸（6，・≦；speU＜δブ＋ユ）：

｛1－Pr（spell　26j＋ilspel｝）6」）｝Pr（spell　26i） （36）

where　the　latter　probability　can　be　written　as　a　product　of　a　series　of　conditional　dis－

tributions：

　　　　　　ごま

　　　　　11［Pr（spell≧ん＋11spell≧：ん）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（37）

　　　　　た；O

Even　though　weekly　observations　on　the　covariates　are　required　for　each　unemploy－

rnent　spell　from，　its　start　to　its　end，　by　representing　the　entire　likelihood　in　terrns　of

cond．itional　probabilities　of　the　form（36），and　assuming　all　the　time　varying　covari－

ates　to　be　constant　wiもhin　any　unit　interval，　numerical　integration　was　avoided　alto－

gether．

　　　Different　para］〔neter　values　were　then　assigned　to　every　distinct　value　of　duration

observations　in　a　sample　and　then　estirnated　together　with　the　parameters　of　the　ex－

planatory　variables．　Theoretically，　joint　estimation　of　the　mixing　distribution　is　also

possible　non－parametrically．　In　practice，　however，　Meyer　found　it　computational！y

very　difficult，　and　resorted　instead　to　estimation　with　a　gamma　mixing　distribution

and　also　with　no　mixing　distribution．　He　found　that　the　estimates　of　the　parameters

were　hardly　different　for　eiもher　formulation　of　the　mixing　disもribuもion．　In　addition，

the　Weibull　baseline　hazard　was　found　to　yield　significantly　different　parameter　esti－

rnates　frornもhose　based　on　the　non－parametric　baseline　hazard．　In　surn，　he　conclud－

ed　that　non－parametric　estimation　of　the　base｝ine　hazard　avoids　inconsistent　estima－

tion　ofβdueも。　mis－specified　baseline　hazard，　and　may　even　make　the　mixing　distri－

buもion　irrelevant．　Non－parametric　estimation　of　the　baseline　hazard　may　sacrifice　ef－

ficiency，　but　it　assures　consisもency．　Note，　however，　that　his　well－behaved　baseline

hazard　may　have　been　due　to　having　as　many　parameters　as　distinct　duration　obser－

vations，　This　was　only　possible　because　the　nu］〔nber　of　distinct　spell　observations　in

his　daもa　was　noもtoo　large．

5．4　Empirical　Hazard

　　　The　empirical　hazard　rate，　or　the　empiyica1　survivor　function，　are　non－parametric

estimates　constructed　from　the　data　on　elapsed　and　completed　duration　alone，　and

are　called　actuarial　estimators．　Because　this　method　cannot　estimate　the　impact　of

interesting　covariates　on　the　hazard，　it　is　mainly　used　as　a　preliminary　step

to　surmise　the　potential　functional　forms　before　embarking　on　£he　parametric　or
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semi－parametric　method，

　　　Suppose　that　there　is　a　set　of　N　duration　observations，　among　which　k（≦N）ob－

servaもions　are　the　comp！eted　durations．　We　can　order　observations　on　distinct　com－

pleted　durations　so　thatτ董くτ，〈τ3＜．．．τた．Then，もhe　number　of　spells　neither　completed

nor　censored　beforeτノbecomes：

　　　　　　　　　た

　　　　　nノ＝Σ（mi＋9i）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（38）
　　　　　　　　ε＝ノ

where　mi　is　the　number　of　observations　censored　betweenτi　andτi　一i　1，　and　gi　is　the

number　of　spells　completed　at　durationτi．　In　other　words，　nj　is　the　number　of　obser－

vations　in　a　risk　set　at　Tj　whose　duratior｝has　lasted　at！east　as　long　asち．　The　corre－

sponding　hazard　rate　a．t　Tj　is　the　probability　of　completing　a　spell　at　Ti，conditioned　on

the　event　that　a　spell　is　at　least　as　long　as　T」．　There　are　n／observations　altogether

with　a　duration　at　least　as　long　asη，out　of　which　g」，　observations　have　actuaUy　com一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムpleted　the　spell　at　durationη．Hence，the　hazard　rate　can　be　estirrlated　by：h（Tj）＝8ン・／nノ．

Also，　applying　the　relation　between　a　discrete　time　analogue　of　the　hazard　a．nd　dura－

tion　distributions，ん（τノ）＝！（Ti）／S（の，recursively，　we　obtain：

　　　　　　　　　　　ノー・．1　　　　　　　　　　　　　　　　　　　／
　　　　　S（τノ）　＝　n　（1－h（τ‘）），　8（τノ÷0）　＝n（1一ん（τi，））　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（39）

　　　　　　　　　　　i二｝　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　i／ttl

and　a　probability　of　failure　aもTi　is　S（T」）一S（ち＋0），　where　8（ち＋0）：：・　lim．　S（Ti＋（lt）．171

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dt一・O

Given（39），the　corresponding　estirnator　for　the　survivor　furlction　is：

　　　　　s（Ti）謂η一9i，　　　　　　　　　　　　（40）
　　　　　　　　　　　i＝1　　η・ノ

This　is　called　the　KaplaR－Meier，　or　product　limit，　esもimator．　The　estimator　for　the

integrated　hazard　is　sirrlply：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　み
　　　　　ノ1（Ti）＝＝　Σ　h（τi）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（41）

　　　　　　　　　　　εくノ

If　the　number　of　distinct　failure　timesτ、，τ，，＿τ々are　fixed，　and　if　the　number　of

failures　at　each　T」（ノ＝1．．k）increases　as　the　total　sample　size　increases，　then　the　stan－

dard　asymptotic　theory　of　inference　on　the　maximum　likelihood　estimator　can　be
　　　　　　　ゴ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ハ

app｝ied．t8］An　asymptotic　variance　esもimator　of　log（S（τ））is：

　　　　　　　　　　　　　ム　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　バ

　　　　　Var（log　S（τ））・xΣ（1　一hノ）一2Var（1－hノ）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ旨τノくτ

　　　　　　　　　　　　　　　　　一、，§，意　　　　　　　 （42）

Inductively，　it　is：

　　　　　Va・（S（・））”・　S2（・）黒鍬　　　　　　　 （43）

which　is　known　as　Greenwood’s　for】〔nula．

　　　Another　method　of　deriving　the　estimates　of　the　empirical　hazard　or　survivor

function　is　to　use　a　life　table．　Consider　again　the　ordered　observations　of　completed

spells。　Divide［τ，，τ々］into　some　intervals（not　necessarily　equal）and　build　a　life　table

一・or，　a　listing　of　the　number　of　censored　and　completed　observations　for　each　inter一
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val。　Let　those　intervals　be　I、，1，，．．．ム．　As　before，1et砺be　the　number　of　censored　data

within　the　interva1，ろand　let　8ンbe　the　number　of　completed　duraもions　irl　the　interval

lj．　The　number　of　observations　in　the　risk　set　a右ちis　nノ：・＝Σ（gl÷m1）。　Then　the　hfe　ta．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1≧ノ

ble　estirnator　of　the　hazard，んノ，　gives　the　conditional　probability　of　a　fai｝ure　during

theブーth　interval，11：

　　　　　A，一論　　　　　　　　　　　 （44）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ムfor　al｝n／except　for　rzノ・・　O，　in　which　case，hノ…　1．　In　the　denominator，　m／is　divided　by　2

by　assurning　that　about　half　of　the　m／observations　are　at　risk　throughoutもhe　inter－

val，　L・．　The　corresponding　life　table　estimator　of　the　survivor　function　at　the　end　of

the　interva玩is：

　　　　　＾　　　　　　ノ　　　　＾
　　　　　　　　　＝　1］：（1－h，）　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（45）　　　　　s（ゐ）

　　　　　　　　　　　ε＝I

Variances　for　this　estirr〕［ator　are　given　by　replacing　n／by　nノーmノ／2　in　the　Greenwood’s

formula，（43）．

　　　This　Iifeもable　method　is　often　used　when　the　actual　censoringもimes　are　unavai！－

able，　but　g．　and　m／are　still　known　for　eachノーth　interval．

　　　Aplot　of　the　empirical　integrated　hazard（41）or　the　survivor　furlction（40）against

the　elapsed　duration　helps　determine　the　parameもric　form．　of　the　hazard．　For　exarn－

ple，　exponential　duration　disもribution　should　generate　a　constant　hazard　and　an　inte－

grated　hazard　that　are　linear　in　duration．　From　a　practical　point　of　view，　plots　of　the

integrated　hazard　are　usually　smoother　and，　hence，　easier　to　interpret　（Keifer！988）．

The　estirnator　is　more　accurate　for　the　shorter　durations　for　which　the　number　of
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

observations　in　the　risk　set　is　high．　In　Kennan（1985），　his　decision　to　use　the　logit　du－

ration　distribution　was　based　on　the　finding　that　his　empirical　hazard　was　a

じshaped　function　of　the　elapsed　duration．　In　Meyer（1990），he　found　several　peaks　in

the　empirical　hazard　that　coincided　with　the　timing　when　benefits　entitlement

changes．　Upon　incorporating　the　expected　time　unもil　benefits　lapse　as　covariates　in

the　hazard，　similar　peaks　disappeared　from　the　baseline　hazard　that　is　estimated

non－parametrically．　Thus，　comparison　between　the　form　of　the　elnpirical　hazard　and

the　non－parametrica！ly　estimated　baseline　hazard　with　time　varying　covariates　helps

to　identify　the　effect　of　duration　dependence　and　that　of　time　varying　covariates　sepa－

rately．

0
6 Conc｝usion

　　　The　first　section　of　this　paper　discussed　the　basic　concept　and　methodology　of

econometric　modelling　of　duration　analysis　by　referring　to　recent　applications　of　such

an　analysis　that　have　been　mostly　confined　to　the　field　of　labor　economics．　ln　gener－

al，　however，　there　are　inference　and　identification　problems　inherent　in　the　paramet－

ric　approaches　to　the　estimation　of　these　models．　Since　the　observed　data，　f（6ix；0），
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cannot　usually　and　uniquely　identify　the　conditional　duration　distribution　（f（61sc，v；0））

and　the　mixing　distribution　（f．（v）），conventional　studies　have　been　specifying　the　para－

metric　distributions　for　both　of　them　even　though　the　specification，　particularly　of

f，（v），　is　rarely　justified　by　economic　theory．　Worse　still，　incorrectly　specified　distribu－

tions　lead　not　only　to　inefficient　but　also　to　inconsistent　estimates　of　the　parameters．

　　　　In　light　of　these　problems，　we　have　introduced　several　semi一　and　non－payametric

methods　as　so！utions　to　combat　them．　ln　particular，　this　paper　discussed　four　such

methods：　partial　likelihood，　regression，　semi－parametric　maximum　likelihood，　and

empirical　estimation．　The　first　three　are　semi－parametric　in　the　sense　that　they　avoid

making　specific　functional　assumptions　for　either　f，（v）　or　f（61x，v；　e）．　The　partial　like－

lihood　method　is　conditioned　on　the　unknown　form　of　the　baseline　hazard；　hence，　it

avoids　specification　for　the　form　of　the　baseline　hazard．　The　regressioR　approach　is

robust　to　the　distributional　forms　of　the　mixing　distributioR　by　transforming　the　haz－

ard　model　into　a　regression　format．　The　semi－parametric　maximum　likelihood　ap－

proach　treats　the　baseline　hazard　and／or　the　heterogeneity　distributions　as　step　func－

tions　over　the　elapsed　spell，　whose　discrete　mass　points　are　estimated　together　with

the　parameters　of　the　explanatory　variables．　Lastly，　the　empirica！　approach　formu－

Iates　the　hazard　entirely　by　non－parametric　means　and　is　used　primarily　as　a　tool

for　preliminary　analysis．

　　　　While　the　adoption　of　a　semi－parametric　method　seems　to　be’the　best　remedy　for

alleviating　inference　problems，　the　method　that　best　suits　the　analysis　depends　on　the

circumstances　of　the　particular　economic　prob！em　involved　and　the　type　of　data　avail－

able．　lt　should　be　emphasized　that　the　design　of　the　available　data　is　one　of　the　most

important　aspects　in　determining　the　appropriate　method　of　estimation．　lf　data　are

available　not　only　on　the　duration　but　also　on　other　variables　inferable　of　the　dura－

tion　process，　as　in　Lancaster　and　Chesher　（1983），　it　should　be　possible　to　deduce

rather　than　to　estimate　the　values　of　parameters　without　being　plagued　by　inference

problems　at　all．

Appendix：

　　（i）　Exponential　distribution　一　　　　　　　！（δ1露；θ）＝＝ん1exp（一ん1δ）

　　　　　　　　h（t，xie）＝＝h，（sc；B）

　　　　　　　　ん。（t；a）＝1

When　the　underlying　duration　distribution　tal〈es　the　exponential　form，　the　transition　probabili－

ty　is　governed　by　Poisson　arrivals　with　rate　h，．　ln　this　case，　the　probability　of　a　transition　from

the　current　state　within　a　small　interval　between　t　and　t　＋　dt　is　h，　dt　＋　o（dt），　where　the　limit

of　o（dt）／dt　becomes　zero　as　dt　approaches　zero．　This　indicates　that　the　probability　of　making

more　than　one　transition　within　the　interval　dt　is　negligible，　Hence，　the　probability　of　having　n

transitions　（i．e．，　arrivais）　in　t　periods　is　the　familiar　Poisson　probability，　［（lz，t）”／n！］exp（rm　hit），

where　hi　is　the　hazard　rate　that　is　constant　over　time．
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　　（li）　Weibull　distribution

　　　　　　　　f（61sc；0）＝＝h，a6”’iexp（一h，6”）

　　　　　　　　ん（ちx；θ）瓢ん1α亡α一1

　　　　　　　　ん。（t；α）＝α亡α一匪

The　Weibull　distribution　can　be　considered　as　an　exponential　distribution　on　a　rescaled　time

axis，　ta　with　a　parameter　h，　where　such　parameter　depends　on　the　explanatory　variables，　x．

This　distribution　can　bear　either　a　negative　or　positive　duration　dependence　depending　on　the

value　of　a．　lf　a　is　smaller　than　1，　the　hazard　decreases　monotonically　with　t．　When　a　＝＝　1，　this

hazard　reduces　to　the　constant　exponentia｝　hazard．　The　admissibility　condition　is　satisfied　for

a＞O．

　　（M）　Gamma　distribution
　　　　　　　　！（δIX；θ）＝［γ（γの々一三eXI⊃（一γの］／T（ん）

for　k＞O　and　where　T　＝　h，（x；　，8），　This　distribution　reduces　to　the　exponential　distribution　for　12　：：＝　1，

and　the　log－normal　distribution　for　k一）oo．　This　distribution　can　be　derived　as　the　distribution

of　the　waiting　time　to　the　1｛一th　point　from　a　Poisson　process　with　rate　7，　lt　can　accommodate

various　forms　of　duration　dependence，　although　its　application　is　limited　due　to　its　survivor

function　that　involves　an　incomplete　gamma　integral．

　　（iv）　Gompertz　distribution

　　　　　　　　S（Alx；0）：＝exp｛hi／a［exp（ali）一1］｝

　　　　　　　　h（t，x；0）＝hiexp（at）

The　hazard　is　linear　in　the　exponential　of　the　failure　time，　making　the　hazard　decrease　or　in－

crease　more　rapidly　compared　to　the　Weibull　hazard，　for　instance，　The　hazard　will　have　a　posi－

tive　duration　dependence　for　a＞O，

　　（v）　Pareto　distribution

　　　This　distribution　can　be　interpreted　as　a　distribution　of　exponential　survival　time　whose

rate　of　arrival　differs　across　individua｝s．　lf　so，　the　duration　density　conditional　on　the　arrival

rate，　pt，　ls：

　　　　　　　　f（61u；e）　xe　u　exp（一　u6）

　　　The　unconditional　density　of　6　is　then：

　　　　　　　　f（6；e）　＝：　f，　cau　exp　（　一　u6）f，（u）du

A　convenient　distribution　for　f，（・）　is　the　Gamma　with　mean　and　variance　being　h，：

　　　　　　　　　　　　　ゴい1〔～門．『！‘

　　　　　　　　五ω；
　　　　　　　　　　　　　　T（ん1）

In　this　particular　case，　the　unconditional　density　of　duration　becomes　Pareto　distribution　with

following　functions：
　　　　　　　　8（∠Ax；θ）　：（∠1＋1）一1’＝，！（δ1x；θ）uc　h，（δ＋1）一’1ド1

　　　　　　　　ん（孟，x；θ）＝ん1（t十1）一茎

This　distribution　converges　to　the　exponential　as　rc一＞oo，　and　has　a　very　long　tail　for　a　small　val－

ue　of　rc．　lt　possesses　a　negative　duration　dependence．

Notes：

［1］　A　brief　discussion　on　discrete　duration　distribution　model　is　given　in　Section　4．4．

［2］　This　is　also　one　possible　means　by　which　to　avoid　the　inference　problems　discussed　in

　　　Section　4．

［3］　For　iT｝ore　detailed　discussion，　see　Pudney　（！989）　section　6．4．2．

［’4］　Precisely　speaking，　time　varying　explanatory　variables　can　be　broken　down　into　two

　　　categories．　One　is　called　external　covariates　and　the　other　is　called　internal　covariates．

　　　The　former　refers　to　variables　whose　process　may　influence　but　is　not　influenced　by　the

　　　failure．　Using　these　terminology，　the　hazard　at　the　elapsed　duration　ti　is　conditioned　on

　　　the　external　covariates　over　the　range　t（O，　oo）　and　the　internal　covariates　over　the　range
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　　　（0，の．

［5］　An　alternative　approach　to　the　inference　problem　is　to　consider　the　determination　pro－

　　　cess　of　spells　under　study　to　follow　some　stochastic　Markovian　processes．　Then，　a　task　is

　　　to　model　a　first　passage　time　（i．e．，　duration　since　the　start　of　a　spell）　to　the　absorbing

　　　barrier　（a　certain　threshold　which，　when　reached，　is　associated　with　the　termination　of

　　　the　spell）　of　such　process．　Examples　of　this　approach　being　applied　in　econometrics　are

　　　Lancaster　（1972）　and　Jovanovic　（1979），　ln　order　to　have　a　simple　form　for　the　barrier，

　　　this　approach　necessitates　a　strict　distributional　assumption　foy　the　first　passage　time

　　　process．　Moreover，　assumptions　such　as　independent　and　stationary　increments　are　too

　　　restrlctive　in　practice．

［6］　For　a　censored　observation，　the　term　inside　the　last　summation　becomes　simply，　exp
　　　（一ノ1；・　Vi）Pノ．

［7］　IEi”or　a　discrete　duration　distribution，　density　ancl　survivor　functions　are：f（Ti）　＝Pr（6：＝　Tj）

　　　and　S（Tj）＝＝Pr（6　｝）　Ti）＝　Z，，k，，f（Ti）．　The　discrete　analogue　of　the　hazard　rate　at　duration　Tj　js

　　　the　probability　of　exit　at　t＝＝　Ti　given　that　the　spell　has　not　ended　for　the　last　T」　period，

　　　which　is，　hi　rm一　Pr（6　＝　Tj　16　；）　Tj）＝”f（Ti）／S（Tj）・

［8］　Precisely　speaking，　Kaplan－Meier　estimator　can　be　only　viewed　as　a　maximum　｝ikeli－

　　　hood　estimator　under　cerもain　conditions．　See　Kalbfleisch　and　Pre就ice（1980，　pp．11－14）

　　　for　detail．
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