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i．　gntroductioit

　　　Euler’s　censtant　is　defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　騰。．（島一1・gnk　me　1）・　　（1）

”］rhere　are　maRy　methods　to　calculate　Euler’s　coRstaRt　with　arbitrary　precision．　See，　fer

example，　［3］．

　　　In　this　paper，　we　propose　a　new　methed　to　calculate　Euler’s　constant　with　arbitrary　pre－

cisioR．　Comparing　its　efficien．cy　to　other　methods　and　its　implimentation　will　be　reported

llater．　Our　starting　point　is　the　following　formula．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　7　＝＝　rm　iogx＋　foX　2＝’iZIEeM‘　dt　一　f．oo　EliiLtL　dt．　（2）

This　is　well　lmown，　（See，　i2］p．2　（1．1．3））．　ChaRging　the　upper　bound　of　its　integral　to　x，

the　formula　immediately　follows．　Expanding　ewwt　at　t　＝：　O　and　integrating　it　term　by　term，

the　secoRd　term　of　（2）　is

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　f，X　1一斗茎（ml）n＋lxn　　　　．　（3　n！n）

As　explained　in　［2，　Chapter　1］，　the　third　teerm　can　be　calculated　using　the　asymptotic　ex－

pansion．　Since　calculatioR　usikg　asymptotic　expansion　has　predicted　accuracy　in　its　nature，

we　must　choose　large　x　to　get　larger　precisien．　This　produces　te　make　the　coBvergence　of

　　＊hilano＠gen．kanagawa－it．ac．jp
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（3）　slower．　［Co　aveid　this，　we　adopt　the　idea　of　Il］　using　the　erthegomal　polyRoinials　in　the

interval　［O，！］　（Legendre　po｝ynomials）　to　calculate　asymptotic　value　of　aR　iRtegral．　We　put

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　昨∠OQeきオ・　　　（4）

and
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　σ（・・イel冠1…｝1＋1）　dt　　（5）

We　have
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　L－1

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（x）　＝E）　G（2kx）＋17（2Lx）．　（6）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝＝O

　　　Now，　we　iRtrodvice　the　erthogona｝　pelyRomials　on　the　interval　［O，　1］．

Definit玉。捻1

F｛）rnon一エ2egaむfve　f澄右eger，　we　P薦

　　　　　　　　　　　　昨鶏卵（x・（1・一・x）n）一書（一1）k（1）（∵）♂　（7）

We　put
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・n（x）イe禦粂（のdt・　　　（8）

For，x　〉　O，　the　integral　can　be　expressed　as　1．（x）　＝　AnG（x）　÷　Bn（x），　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　矧＋書（：）（　nxk）　　（9）

aRd　B（x）　is　a　fuRction　represented　by　eX　and　polynomials　ef　x．　lf　1．（x）　is　small　and　A．　is

　　　　　　　　　　　　　　　　Bn（X）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　would　be　a　good　approximation　of　G（x）．　Combining　to　（6），　werapid｝y　iRcreasiRg，
　　　　　　　　　　　　　　　　　An

caR　get　a　suitable　approximate　value　of　Euler’s　ceRstaitt．

2．　Properties　ef　Megendre　PoAymeom［kfiags

　　　In　this　sectioll，　we　show　some　properties　of　the　polynomials　defined　by　（7）　Usually，

Legendre　polyRomials　are　orthogonal　polyRomials　eR　the　iRterval　［一1，　1］，　the　properties　of

our　polynemials　must　be　modified　as　ones　in　［8］．

Theorem　2

The　po取：nomials　de丘nedわy（7）are　saむfs五es右．he　f～）110wカ2g　properむieδ．
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　1．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　PA（x）＝（1－2x）PA一（x）一2nP．一i（x）　（10）

　2．　P．（x）　satisfies　the　differeRtial　equation（Hypergeometric　differential　eq　uation）．

　　　　　　　　　　　　　　　x（1－c）PE’（x）十（1－2x）PA（v）十n（n十1）P．（x）＝O．　（11）

　　　or　equiva］ent！y，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＠（1一の瑞（x））’枕（n＋1）Pn＠）コ0．　　　　（12）

　3．　We　have

　　　　　　　　　　　　　　　2x（1　ww　x）PA（X）　＝　（n　十　1）（Pn＋i（x）　一　（1　一　2X）Pn（X））

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝”　rm　n（Pnny　1（X）　ny　（l　m　2X）Pn（X））・　（13）

4．　We　have　the　following　recurrence　reJation：

　　　　　　　　　　　　　　（n十i）P．＋i（x）一（2n十1）（i－2x）P．（x）十nP．　nt　i（x）　：O．　（14）

　5．OI1むhe　ilユ右erva1［0，1］ンwe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　IPn（X）1　f｛1　i・　（15）

　　Rεmark：Since　our　Legendre　polynomials　Pn（のare　kiRd　of　hypergeometric舳nction，

namely　F（一n，　n　十　1；1；x），　（11）　is　immediate　result　of　the　property　of　hypergeometric

functioRs．

Proof　1．　Applying　Leibnitz　rule　to

　　　　　　　　　　（1iiTl　｛（xn（1　一　x）n）｝）’rn÷、）！｛（ト蹴・げ一・）｝，

we　have

恥）一
i　　1　dn@　　　　　　　　　｛（1　一　2xn　一　1）！　dxn）（xn一1（1　一　x）n　1）｝

　　　　　＋2・・）（　1　dn　　　　　　｛xn－1（1　一　x）n－in　一　1）！　dxn｝一2㍗嵩！Z／　；．一S、｛…一・げ一・｝・

This　preves　（10）．

　　　2．　Applying　Leibnitz　rule　directly　to　the　n　十　1　st　derivative　of　the　fxinction

（x（1　一　x））　（xnnti（1　一　x）n－i），　we　have

PA（x）一詣（畑）券葺、（…一・げ一・）＋＠＋・）（レ2¢）諜（xn－1（1州

　　　　　　　　一＠＋1）老欝’、（xnndi（1　一　x）・一・））

　　　　　一㌔（1－x）瑠一、（x）＋n＋1（・一2覗一、（x）一（副隔（x）．

　　　　　　　n　　’　’　”　m”　n
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Using　（10）　and　rewritiBg　n　to　n　十　1，　we　we　（11）．

　　　3．　DiffegeRtiating　the　fermula　multiplying　x（1　一　x）　to　（IO）　a｝kd　using　（12），　we　have

　　　　　　　　　－n（n　十　1）P．（x）　＝　一2x（1　一　x）PArm　i（x）　一　（1　一　2x）n（n　一　1）P．一i（x）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一　2nx（1　一　x）PAnv　i（x）　一　2n（i　一　2x）P．一i（x）・

Hence，　we　have

　　　　　　　　　　　（2n＋2）x（1－x）PA一，（x）＝：n（n’＋1）P．（x）一n（n＋1）P．一1（x）．　（16）

DividiRg　the　both　sides　by　n　十　1　aRd　rewriting　n　to　n　十　1，　we　get　the　first　relatieR　of　（13）．

OR　the　other　hand，　eliminating　P6－i（x）　from　（10）　aRd　（16），　we　have　the　second　re｝ation

of　（13）．

　　　4．　（14）　is　the　immediate　coRsequence　of　（13）．

　　　5．　The　maximuiMt　of　I　P．（x）1　eR　the　interval　IO，1］　attains　at　the　points　x　＝O，1　or　oke＄

where　Ph（x）　＝　O．　We　have　P．（O）　＝1　and　P．（1）　＝　（一1）”一i　by　（13）．　If　Pn（x）　＝　O，　we　also

geも

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（1　m　2　C）Pn（X）　＝：　Pn－1（X）・

by　（13）．　Hence　we　have　I　P．（x）1　s｛　1　by　inductioR．

3。Proper髄es　of。4n　aKkd　In（x）

　　In　this　secもioR，　we　prove　some　properties　ofノ㌔andち（x）defiRed　by（9）and（8），

respectively．　Most　of　propeτties’ 盾?．Aηaτe　already　appeaτed　in［6｝，［71．

Theorem　3

The　seq　uel≧ce｛ノ1n｝de五nedとツ（9）satisfies　the　following　pr（写）ertjes∫

エ．｛・4n｝saむfs五esむhe　f・llowing　recurrence　relation＝

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　γL／4．n一（6η，一3）ノ4n＿1十（η，一1）ノ4n＿2＝0．　　　　　　　　　　　　　　（17）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

2・Th・g・nαa伽g角η・むf・酬の・f樹d・fin・d　by　：　A。tn　i・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝＝O

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　∫（の一（1一・6t÷t2）一1／2　　　　　　（18）

　3．F（）r　any　pos琵fve　6，右here　exfsむs　some　co1ユs右aエ～むCc　such右haむノ4n　satisfies　tl≧e　f～）110wf1ユ9

　　　inequaiity：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノ4n≧（）fE（3→一2VΣ）（1｝E）n　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（19）
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／）Too／11。　Since　An＝pn（一1），もhis　is　the　immediate　conseqtlence　of（14）．

　　　2・Bgcause
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ノノ（t）＝Σ　nA．tn－1，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝1

we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　量画砺・厚’（禦・，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　－S（6n・＋・9）An＋・t・　一・一6f・（t）一3（∫（！・））i＝AA・），

　　　　　　　　　　　　　　　　　n・＝0

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ⊃＠＋1）・4．tn＝げ！（の＋∫（の・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n＝・O

Thus，　we　have

　　　　　　　　　　　　　ノ’（の一ノ41－6tfノ（の一3（f（のrAo）十t2ノ，（の十tノ（の＝0，

from（17）．　Since．A◎　：1and　A1＝3，　we　get　the　di｛琵rential　equatioa　ofノ④：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（t2－6t＋1）！’（t）一一（t　一3）ノ（t）．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1

Thi・impli・・ノ（の＝1－6t＋t・，because　f（0）＝1・

　　　3，　The　Rearest　singu｝ariもy　to　the　origin　of　the　generating　function　f（t）is　3－2～／至．

Hence
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　膿P請・一3－2而一3＋1而・

This　proves（19），　because｛ノln｝is　menotoRe　increasing．

Theorem　4

For　a12y　integer　n　and　x＞Owe　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　・く嗣くmin＠1）2・・1・92，～¢）・　　（2・）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e－x
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　is　an　imrnediate　result　of（15）．　T（）apPlyもhe　integral　　　PTαザThe　ineq魏ality　I　ln＠）1≦

by　partS　n　timeS　tO　ln（X），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　煽ω一（一・）・∠1談（e書の）tn（1デ）z　dt・
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Using　Leibnitz　rule　to　the　above　integrand，　we　have

　　　　　　　　　　　器（÷））一書（1睡一・・（1＋の（i÷）舞綴）！

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　干（一・）・（、＋1｝，kii．＋〆＋・）書（’じ（t／の）ん・

He“ce，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　・n（x）一∠撫嘗・一　）書（x（1漬の）㌦・

［1］he　integraRd　of　this　is　noR－kegative　aRd　this　produces　the　estimate

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　・＜ち＠）＜∠讐詩・

Th・fun・ti・R　f（　　　　t（1　一tt）　＝”　　　　　　1十オ）h・・th・maxim一（伽）・・tオー伽th・iBt・・v・1

［O，1］．　This　produces

　　　　　　　　　　　∠1㌫諾姻伽）・・∠11嘩オ≦画・nl・92・

4．丁血eA丑gor鮎h㎜．

　　Now，　we　propose　the　algorithm　to　calciilate　Euler’s　ceRstaRt　up　to　N　digits．

　ss　Stepl：　Calculate　（3）　for　x　＝　1　upte　N　十2　digits．

　ee　Step2：　Cheose　L　such　that　L　satisfies　the　ineqtiality　e－2L　fs｛　10’N－i．　L　＝　log2　N十2

　　is　sufficient　to　our　purpose．

tw　step3：　caicu！ate　G（2k）　for　k　＝：　o，i，．．．，L　upto　N＋2＋L／io　digits　to　caicuiate　E2’
plilll！12（2k）

upも・N＋2＋五／1・digit・・Sinc樗）≦（　　1　　　　　　and　An　f」　（de十1E　＋　1）2”　A．）・・，w・一・t

　　　　　　　　　　Bn（2り
　　　　　　　　　　　　　　　　upte　N　＋2　＋　L／10　digits，　choosing　N　＋2＋　L／10　Tu　4n　log（fi　＋　1）　f3　　calculate
　　　　　　　　　　　An

　　　1．53n．

　　　To　calculate　B．（x），　we　remark　tha£　it　coasists　of　the　terms

　　　　　　　　　　　　　　　　　l　　　　　　　　　　　　　　k
　　　　　　　　　　　　　　　　　　・｝嚇kdt一一》島＋・蛋・一2x＋霧　　　　　　　　　　　　　　　fo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一蝋1一書の，　（2・）



Proceedings　of　the　Risa　Consortium　199x 41

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e｝コじ

which　is　estimated　trivially　by　L一一一．　Their　ceeff｝cients　have　abselute　valtie　not　greater　than

l．　Hence，　it　is　s｛ifficient　to　caluculate　（21）　upto　N　十　n／iO　十　2　f」1．06N　digits．　There　are

some　problems　to　culculate　（21）　because　of　caRcellatioR．　’1］o　consider　the　efficieRcy　of　our

method，　we　must　aRalyze　the　order　of　（21）　in　details．
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