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研究成果の概要（和文）：本研究課題では、タイヒミュラー空間を曲面上の錐状特異点付き平坦計量のモジュライ空間
と同一視することによって得られる幾何構造およびその位相的力学系の解明を目的とし、錐状特異点付き平坦計量の面
積形式が導く幾何構造について考察した。その結果、リーマン球面の場合に面積形式の符号の錐角データによる記述を
得、正曲率だけでなく負曲率の錐状特異点をもつ任意の錐状特異点付き平坦計量のモジュライ空間の擬エルミート計量
の族の存在を示した。

研究成果の概要（英文）：We study the geometry of Teichmuller space through the identification with the 
moduli space of flat metrics on a surface with cone singularities and aim to clarify the properties of 
its topological dynamics. As a result, we obtain the description of the signature of the area form by the 
cone angle data in the case of Riemann sphere to show the existence of the family of quasi-Hermite 
metrics on the moduli space of flat metrics with cone singularities of any positive or negative cone 
angles.

研究分野： 位相幾何学

キーワード： タイヒミュラー空間　錐状特異点　平坦計量　擬エルミート計量
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１．研究開始当初の背景 
(1) タイヒミュラー空間はリーマン面のモジ
ュライ空間の普遍被覆空間として、代数幾何、
函数論、数論、複素力学系、低次元トポロジ
ー、数理物理など幅広い分野が交叉し活発な
研究が行われている。中でも Thurston の
ending lamination 予想、density 予想、
tameness 予想が次々と解決されたことによ
り、タイヒミュラー空間およびリーマン面の
モジュライ空間上の位相力学系の研究の基
礎が築かれつつあった。特に、曲面の特異平
坦構造のモジュライ空間上の力学系は、有理
多角形のビリアードと平行曲面、曲面の同相
写像類群とクライン群および曲線複体の組
合せ構造の幾何などの多くの研究が発展し
てきていた。 
 
(2) タイヒミュラー空間の幾何構造は、タイ
ヒミュラー距離や Weil-Peterson 計量等、曲
面の同相写像類群の作用で不変な計量が古
典的に知られていたが、これらは負曲率多様
体あるいはδ-双曲空間の性質を多くみたす。
ところが、タイヒミュラー空間には完備なδ
-双曲距離が存在しないことがBrock-Farbに
より示され、タイヒミュラー距離はδ-双曲的
でないこと、また完備でない Weil-Peterson
距離もδ-双曲的でないこと示されていた。一
方で、Weil-Peterson 距離の完備化は CAT(0) 
と呼ばれる非正曲率をもつ距離空間となる
ことが山田澄生氏によって示されていた。 
 
(3) モジュライ空間の実測地流はエルゴード
的であることが知られているが、複素測地流
の力学的性質についてMcMullenは種数 2の
場合に正則２次微分のモジュライ空間への
SL(2,R)作用の軌道の射影としてモジュライ
空間内に等長的に埋め込まれた Teichmüller
曲線とよばれる代数曲線を構成していた。こ
のことはその後 Mirzakhani 等により一般種
数のリーマン面のモジュライ空間の場合に、
SL(2,R)作用の任意の軌道閉包はモジュライ
空間の代数的部分多様体であるという結果
に拡張され、モジュライ空間が等質空間でな
いにも係らず等質空間の力学系の性質を多
く満たしていることが示されている。 
 
２．研究の目的 
(1) タイヒミュラー距離はタイヒミュラー空
間を複素構造の同値類とみなすことにより、
また Weil-Peterson 計量はタイヒミュラー空
間を曲面の双曲構造の同値類とみなすこと
により導入されている。本研究では、
Troyanov によるタイヒミュラー空間の曲面
上の錐状特異点付き平坦計量の同値類との
同一視をもとにタイヒミュラー空間の特異
平坦計量空間のパラメタ付け、およびそれに
適したタイヒミュラー空間の計量の導入お
よび他の既知の計量との関係付けを目的と
した。 
 

(2) 種数 0 の点付きリーマン面のモジュライ
空間の場合、Thurston は球面上の正曲率の
錐角をもつユークリッド構造のモジュライ
空間との同一視によって複素双曲構造を導
入した。その幾何構造はユークリッド構造の
面積形式によるものである。一般種数の場合
にも曲面上の錐状特異点付き平坦構造の面
積形式が導入する幾何構造について調べる
ことを目的とした。 
 
(3) モジュライ空間の幾何構造は普遍被覆空
間であるタイヒミュラー空間の幾何構造を
自然に誘導する。(2)で得られた幾何構造から
曲面の錐状特異点付き平坦計量の同値類と
してのタイヒミュラー空間上で、写像類群の
作用に関して不変な幾何構造に誘導し、双曲
性および測地線の漸近挙動、visual 境界の性
質について調べ、モジュライ空間の測地流の
力学系について明らかにすることを目的と
した。 
 
３．研究の方法 
(1) 連携研究者の大鹿健一氏（阪大）と研究
代表者が以前に得た超楕円曲線のタイヒミ
ュラー空間のユークリッド多角形によるパ
ラメタ付けを一般種数のリーマン面の場合
に拡張する。実際、１点付きトーラス上の特
異平坦計量のモジュライ空間は平面 4角形の
相似類の空間と同一視できることを示して
いた。一般種数の超楕円曲線の場合も多辺形
のモジュライ空間によるパラメタ付けを行
う。また多角形の面積形式が誘導するモジュ
ライ空間の計量は完備でない。したがって非
完備性である Weil-Peterson 計量との比較を
考察した。 
 
(2) ２次元球面上の錐状特異点付き平坦計量
のモジュライ空間は、錐状特異点の外角デー
タがある条件を満たす場合、複素双曲構造を
許容する。外角データの条件を変えた場合の
幾何構造について考察し、その性質を記述す
る。また、一般種数の曲面上の錐状特異点付
き平坦計量のモジュライ空間へ拡張した場
合、計量の負曲率性およびδ-双曲性について 
調べ、測地線の漸近挙動や測地流の力学系に
ついてリーマン面上の可積分正則２次微分
が定める特異平坦構造のモジュライ空間の
理論における SL(2,R)のエルゴード性などの
性質および interval exchange 写像などの関
係付けを目指した。 
 
(3) 連携研究者である大鹿健一氏（阪大）と
常時研究連絡をとる他、トポロジーや幾何の
国内研究集会および関連する分のセミナー
等に積極的に参加し、他の研究者達との議論
および最新情報の交換を行った。特に連携研
究者の小森洋平氏（早稲田大学）とは点付き
リーマン球のモジュライ空間の幾何構造に
関して、超幾何関数との関連を明らかにする
ためのセミナーを行った。また、タイヒミュ



ラー空間の専門家である Papadopoulos 氏
（ストラスブール、フランス）の来日に際し
て行われたセミナーおよび研究集会に出席
し議論を行った。2015 年度にはストラスブ
ール大学（ストラスブール、フランス）を訪
問し、Papadopoulos 氏や Coornaerd 氏とタ
イヒミュラー空間の幾何構造について議論
を行った。また、クインーズランド大学（ブ
リスベン、オーストラリア）の Spreer 氏を 
訪問し、点付きリーマン球面のモジュライ空
間の実部である実射影直線の点の配置空間
の体積に関する共同研究を行った。 
 
(4) タイヒミュラー空間およびリーマン面の
モジュライ空間の最新文献を整備するため、
位相幾何学関連図書、微分幾何学関連図書お
よび代数幾何学関連図書をはじめとして、複
素解析、複素力学系、数論、組合せ数学など
に関する図書の購入を行った。 
 
４．研究成果 
(1) 超楕円曲線の場合、自然な対合による商
空間が球面上の点付きモジュライ空間を考
えることで、そのモジュライ空間は球面上の
点付きモジュライ空間と自然な同一視がで
きる。以前連携研究者の大鹿健一氏との共同
研究により得られた超楕円曲線のタイヒミ
ュラー空間とユークリッド多角形のモジュ
ライ空間の同一視は、２次元球面上の錐状特
異点付き平坦計量のモジュライ空間を通し
て実現されたが、この平坦計量の面積形式が
誘導する２次形式の符号が(m,m)型であるこ
とから、超楕円曲線のタイヒミュラー空間お
よびモジュライ空間は(m-1, m)型の擬エルミ
ート計量を許容することを示した。 
 
(2) (1)で得られた擬エルミート計量は、２次
元球面上の錐状特異点付き平坦計量のうち、
錐状特異点として負曲率のもの、すなわち錐
角が 2πを越えるものを１つ含んでいた。一
方、錐状特異点が全て正曲率、すなわち錐角
が全て 2π以下の場合の面積形式は(1,n)型で
あり、よってモジュライ空間に誘導されるエ
ルミート計量は双曲型である。この２つの場
合は対極を成しており、その中間である一般
の場合の面積形式の符号の解明を行った。そ
の結果、２次元球面上の錐状特異点付き平坦
計量の錐状特異点の錐角を Gauss-Bonnet の
条件を満たすよう任意に固定した場合、すな
わち錐状特異点として正曲率および負曲率
のものを任意にもつ場合、その計量の面積形
式の符号を錐角のデータにより記述できる
ことを示した。この符号は、Delinge-Mostow
による一般化された超幾何関数のモノドロ
ミーが誘導する穴あき球面上のあるコホモ
ロジー上のエルミート形式の符号と一致し
ていることを見出した。さらに、この錐角デ
ータによる面積形式の符号の記述は、２次元
球面上の錐状特異点付き平坦計量のモジュ
ライ空間の実部と同一視される平面多角形

のモジュライ空間に対する Bavard-Ghys の
公式、すなわち任意に固定された外角をもつ
ユークリッド多角形の面積形式の符号の記
述の拡張になっていることを示した。 
 
(3) 点付きリーマン球面のモジュライ空間と
全て正曲率の錐状特異点を２次元球面上に
もつユークリッド特異計量のモジュライ空
間との同一視により得られる点付きリーマ
ン球面のモジュライ空間上の複素双曲計量
に関して、McMullen による体積計算結果が
得られたことを背景として、その実部の実双
曲計量の体積計算に関して Spreer 氏（クイ
ーンズランド大学、オーストラリア）と共同
研究を行った。また、双曲構造を誘導する面
積形式が与える２次形式の符号は外角デー
タに依存し、双曲構造を与えるのは外角デー
タの空間内の超平面による wall で仕切られ
たセルのうち中心に最も近いところのセル
内の外角である。外角データの変化が引き起
こ す 面 積 形 式 の 符 号 の 変 化に つ い て
wall-crossing による記述を行った。外角デー
タ空間の wall による分割に関する組合せ的
性質についてグラフを用いて記述した。これ
は２次元球面上の錐状特異点付き平坦計量
の面積形式の符号にそのまま適用される。こ
のような擬エルミート計量が得られたが、そ
れらの性質および位相力学系の性質の解明
は今後の課題とする。 
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