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研究成果の概要（和文）：Riemann球面上定義された代数的な微分方程式のモジュライ空間に対し，微分方程式
の不確定特異点が高々不分岐であり数が一つ以下の場合に箙多様体とのsymplectic多様体としての同型を与え
た．また不分岐不確定特異点を任意個数許した微分方程式のモジュライ空間は箙多様体とは同型にならないこと
が確認されていたが，一般に全射とはならない埋め込み写像を箙多様体の中に構成することでmiddle 
convolutionと箙のWeyl群との対応を見つけ，また安定なモジュライ空間が空集合とならないための必要十分条
件を決定した．また分岐不確定特異点と平面代数曲線の特異点との類似を発見した．

研究成果の概要（英文）：I gave an isomorphism between a moduli space of algebraic differential 
equations on the Riemann sphere and　quiver variety as symplectic manifolds when differential 
equations have at most one  unramified　irregular singular point. When the differential equations 
have arbitrary number of unramified irregular singular　points, although it was known that the 
moduli space can not be isomorphic to any quiver varieties, I constructed　an open embedding into a 
quiver variety which is not surjective in general and clarified a　relation between  middle 
convolution of differential equations and Wely group of the quiver, also determined a　necessary and
 sufficient conditon to the nonemptiness of the regular part of the moduli space.

研究分野： 微分方程式の不確定特異点論
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１．研究開始当初の背景 
確定特異点型線形常微分方程式に関しては
Euler 変換の概念を代数化した middle 
convolution の理論が発展し，アクセサリー
パラメータの幾何学，大域解の解析学（モノ
ドロミー），微分方程式の Weyl 群対称性とそ
のモノドロミー保存変形との対応といった
様々な事象が統一的に理解できる理論が完
成しつつあった．すなわち Fuchs 型微分方程
式のアクセサリーパラメーターの空間を箙
多 様 体 に よ っ て 実 現 す る と い う W. 
Crawley-Boevey による仕事がそれまでバラ
バラに研究されていたアクセサリーパラメ
ーターの理論やEuler変換の理論を箙の表現
論とその幾何学の観点から統一的な理論を
与えその後の理論の急激な発展を促した．そ
してこれに続く問題としてこの枠組みを不
確定特異点を持つ微分方程式に拡張が様々
試みられてきている．中でも P. Boalch によ
る拡張があり，それは Poincare 階数 3 の不
分岐不確定特異点を一点のみ許容した微分
方程式のアクセサリーパラメーターの空間
が箙多様体との同型を与えるもので上の
Crawley-Boevey による仕事の正統な一般化
となっている．一方で同時に Boalch は不確
定特異点が２点以上ある場合のアクセサリ
ーパラメーターの空間で箙多様体とは同型
にならない例を提示し，Fuchs 型の場合の
Crawley-Boevey の理論を単純に不確定特異
点を持つ微分方程式には拡張できないこと
が示唆されていた． 
２．研究の目的 
不確定特異点を持つ微分方程式の大域解析
学，特に Stokes 現象やモノドロミーの構造
を古典的な解析的変換である Euler 変換や
Fourier-Laplace 変換を用いることで明示的
に決定し，今まで個々の特殊な例に対しての
み展開されてきた“特殊関数論”を複素領域
の線形常微分方程式一般に対して展開する
ような統一的な理論を構築する．具体的には
Euler 変換や Fourier-Laplace 変換が微分方
程式たち及ぼす作用を群作用として解釈し，
その作用の基本領域を決定する．そしてこの
基 本 領 域 で の 解 析 学 を Euler, 
Fourier-Laplace 変換の解析学を通じて伝播
させることで一般の微分方程式全体の大域
解析学を構築する． 
さらにこの過程でアクセサリーパラメータ
ーの空間を箙多様体として実現することで，
箙の Weyl 群とルート系の立場から微分方程
式の middle convolution による対称性を解
明し，ルート系の組みあわ論から微分方程式
の分類を行い，これらの成果をモノドロミー
保存変形を通じてパンルヴェ方程式やその
高次元化の研究へ応用する． 
３．研究の方法 
まず Euler, Fourier-Laplace 変換の群軌道を
調べるためには Fuchs 型方程式での結果に
倣って，これらの群作用を Kac-Moody 型ル
ート系への Weyl 群作用やその一般化として

実現する．そしてルート系の組み合わせ論を
用いて群作用の基本領域を決定，分類する． 
Euler, Fourier-Laplace 変換の微分方程式へ
の作用のルート系としての実現を与える際
にアクセサリーパラメーターの空間（モジュ
ライ空間）の箙多様体として実現を構成する． 
そして微分方程式とルート系との完全な対
応を与えるために箙多様体の正則部分の存
在定理を援用する． 
次に Euler, Fourier-Laplace 変換の解析学，
特にモノドロミーや Stokes 構造への作用を
具体的に決定する．そこでは鞍点法による漸
近解析とその解析接続を追う．すなわち
Laplace 型の指数積分を考え，その相関数の
臨界点や臨界値が積分の最急降下路を決定
するが，これは解析接続によって変形される． 
この解析接続による最急降下路の変形を追
うことで Fourier-Laplace 変換が引き起こす
Stokes 構造への作用を明示的に決定する． 
４．研究成果 
まず P. Boalch の結果を拡張して高々不分岐
な不確定特異点の個数が１つ以下である微
分方程式のアクセサリーパラメーターの空
間に対し箙多様体を構成しそれらの間のシ
ンプレクティック多様体としての同型写像
を与え，山川大亮氏（東京理科大学）との共
同研究としてこれを発表した．さらに高々不
分岐な不確定特異点が任意個数ある場合は
Boalch による箙多様体とはならない例が構
成されていたが，適切な箙多様体を構成する
ことに成功し，アクセサリーパラメーターの
空間からこの箙多様体への開埋め込み写像
を与えることができた． 
これら箙多様体への同型あるいは埋め込み
写像の恩恵としてモジュライ空間にルート
系が付随することになり，既約な微分方程式
はルートベクトルに対応する．これによって
Euler 変換の微分方程式の作用が対応するル
ート系の Weyl 群作用として見ることができ
るようになった． 
一方ですべてのルートが微分方程式に対応
する訳ではなく，実際にどんなルートが微分
方程式に対応するか？という逆問題(加法的
Deligne-Simpson 問題)が残る．この問題を解
決しなければルート系の組み合わせ論から
微分方程式の理論に戻ることが出来なくな
るためシンプルだが重要な問題と言える．こ
の問題を以前に得ていた不分岐不確定特異
点を持つ微分方程式への Euler 変換作用を
Kac-Moody型ルート格子（の商空間）へのWeyl
群作用として実現した仕事と上記のモジュ
ライ空間から箙多様体への埋め込み写像を
組み合わせることでこの逆問題（加法的
Deligne-Simpson 問題）に完全な解答を与え
た． 
さらに原岡-Filipuk, Boalch, 山川による仕
事であるモノドロミー保存変形とEuler変換
の作用の整合性を通じて，上記の微分方程式
の対称性と分類理論を高次元パンルヴェ型
方程式の理論へ応用し，その対称性の解明と



分類を得た． 
そしてFourier-Laplace変換の解析学を展開
するための準備として次の結果を得た．そこ
では分岐不確定特異点と平面代数曲線の芽
の特異点との類似に着目した．まず局所
Fourier-Laplace変換と代数曲線の芽のblow 
up の間の類似に着目し，Fourier-Laplace 変
換で分岐不確定特異点が“特異点解消”でき
るための必要十分条件を決定した．さらにこ
の 類 似を追 求 し，微 分 方程式 の 小 松
-Malgrange の非正則度と曲線の特異点の
Milnor 数を繋ぐ公式を与えることができた． 
この公式は数論幾何学においてガロワ表現
の分岐を測る Swan 導手と Milnor 数の間を繋
ぐ Deligne の Milnor 公式と呼ばれる公式と
よく似た格好をしており今後の異分野との
研究交流が期待できる． 
さらに局所既約微分方程式のLaplace積分を
考え，それの特異点の周りでの解析接続を調
べた．特にこの Laplace 積分の相関数の臨界
点と臨界値が解析接続によって描く軌跡が
結び目になることを観察し，その結び目の同
型類を決定した． 
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