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は　し　が　き

　これは平成耳年度～平成13年度の科学研究費補助金による研究成果報告書である。3
年間の研究テーマは制御手術理論とその応用に関する研究である。

　位相幾何学の最も重要な問題は空間の分類である。手術理論は多様体の分類を行うた
めの強力な道具であり、30年前にはほぼ完成された。最も重要な成果はいわゆる手術の
完全列であり、この完全列を理解することが、与えられたホモトピー型の多様体の分類を

理解することに等しい。つまり、本来幾何学的な問題が、代数的な問題に帰着されたわけ

である。しかし、代数的な問題が代数の手法を持っていつも解決できるわけではない。代

数的な対象に対する幾何学的考察が代数的な問題に対する解決を与え、ひいてはもとも
との幾何学的問題の解決を与えることが、実際にはありうる。制御手術理論はまさにその

ような理論であり、多様体に対する深い理解を与えてくれるものである。

　さて、その制御手術理論であるが、研究されはじめてからすでに20年の歴史を持つが、

誰もが使いやすい形で整備されているわけではない。その傾向は古典的手術理論でも同

様なのであるが、制御手術理論においては、いわゆるフォークロアが多く、局所基本群が

自明な場合を除き、きちんと定理（予想）そのものが明確に定式化されているとは言えな

い。現在の専門家に続く若い研究者を育てるためにも、理論の整備が必要である。

　制御手術理論における手術の完全列が一般的な場合にもなりたつかどうかは、いまだ

わかっていないが、それを証明できるとすれば、その最も重要なステップは制御手術群の

安定性である。そして、その安定性が証明にむけて最も重要な技巧は、幾何的ボアンカレ

2次複体の分割である。実は、その分割は一般的には不可能であり、それが問題を著しく

困難にしている。我々は、分割を実行するためのひとつの十分条件（残念ながら必要条件

ではない）をみつけることができた・またそれをもちいてごく特殊な場合の安定性を証明

することができた。今後、一般的な場合の証明を与えることを目標としてさらに努力し
たい。
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CONTROLLED　SURGERY　THEORY

MASAYUKI　YAMASAKI

INTRODUCTION

　　A1癒◎ugh．　algebraic七◎po1Qgy　is　a　very　powerf撮もoQI　fbr　stu．dying　gbbal　properties

of　spaces，　it　has　some　limitaもions：

　　1．Topological　conditio夏s　are　dif丑cult　to　han．dle，　compared　with　homotopical

　　　　　conditions，　that　is，　the　condi七ion　that　a　given　map　is　a　homeomorphism　is

　　　　　much　str◎nger七han七he　co簸dition　that　it　is　a　homo七〇py　equivalence，　but　i七is

　　　　　di爺culもt◎re昼ecもthis　in　algebraic　form（for　example，　topological　invariance

　　　　　◎fWhitehead　torsion，　topological　invariance　of　rational　Pon七ryagin　classes，

　　　　　e七c．）．

　　2．：Local　conditions◎r　ge◎me旋ic　properties　of　spaces　are　d面cult　to　handle．

Fbu◎wing　Chapman　and：Ferry，　QuiRn　started　a　projectもd　overcome　these　difRctdties

in【20｝an，d　subsequlen．t　papers．　This　is　what　is　called　the“con．troUed七〇pology”or

the“Chapm鋤一Ferry－Quinn．もheory”．

　　Regarding　the　basis　elemen七s　of　free　modules　to　be　points　on　a　space　with　a

contro1　map　t◎some　metric　space，　Quinn　inもroduced　the　noもion　of　size　for　hom（》

m◎rphi8ms　between　them：Controlled　topolo9ゾworks　well　when　objects　of　small

sizes　split　in七◎pieces　lying◎ver　smaユ1　subsets　ofもhe　space．　If　this　is七he　case，　each

p玉ece〕〔nay　refiect　the　local　da七a，　Also，　if　the　space　has　a　good　local　property，　the

split　pieces　can　usuaUy　b¢deformedも。　even　smaUer　objects。　Such　an　operation　is

ca皿ed‘‘squeezing，，．

　　Inもhis　article，　I　describe　some　aspects　of‘‘controlled　surgery　theory，，．　We　ac－

tuaユly　need　so鵬e　knowledge　on．“cOntrolled　K－theory”，　but　this　will　complicate

七he　exposiもionもoo　much；so　we　only　consider　cases　in　which　we　can　disregard　K－

the◎re七ic　pr◎blems．

　　The　p｝an　is　as　fbUows．　We　review　the　classical　surgery　theory　in　Secもionユ．　In

Section　2，　we　describe七he‘‘spacificaもioガ，　of　surgery　theory　due　to　Ca吟son－Sulliva捻一

Quinn・・Ranicki。　In　Section　3，　we　introduce　controI　in七〇surgery　theory．　Qui㎜used

such　a　theory　in［21］to　study　the　resolution　problem　of　homology　manifolds。　H：ere

we　follow　the　version　of　controlled　surgeryもheory　given　by：Ferry　and　Pedersen

（［12｝，113｝，and　［2］）．　We　will　a＄sume　that　the　contr◎l　map　p：K→Xto　a　metric

spεレce　X　isひVl．　This　r◎ughly　means　thaもthe　poinもinverses　p－1（＊）aLre　simply一

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
connected．　Under　this　ass㎜ption，　the　loca1　Whitehead　and　Ko　groups　vanish，　and

the　controlled五｛gr◎ups　are　homology　groups．　In　generεし1，　controlledエ）9roups　are

not　homology，　butゐ（一。。）一groups　are　k捻own　to　be　homology　groups（［33】），　Section

4describes　a　res皿t　of　Bryant－Rerry－Mi（》Weinberger［2｝on　resolu七ions　of　homology

This　article　originaUy　appeaxed　in　Japanese　in　S6gaku　50　（3）　（1998），　282一一292．

2000　Mathematic3　・Subj’ect’　，Classification．　Prim．ary　57R67，　57P　I　O．

＠2000　American　Mathematicai　Society
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manifolds　as　an　application．　As　other　applications，　we　mention　results　on　the

Novikov　Conjecture　and　the　finiteness　theorem　of　Grove－Petersen－Wu．

　　Controlled　topology　has　made，　and　is　still　making，　a　lot　of　progress　through　the

efforts　of　many　people．　There　are　now　various　kinds　of　control　methods　besides

the　original　e　control．　There　is　also　a　sheaf－theoretic　approach　as　in　［18］．　But　I

could　not　include　them　in　this　article．　Please　refer　to　the　original　papers　that　are

referred　to　in　Section　5．　lt　wM　be　necessary　to　tnake　even　further　modifications　to

mse　contro1　tepolgy　in　different　applications．

1．　CLASSICAL　SURGERY　”1’HEORY

　　We　review　the　classical　surgery　theory（in　the　topological　ca七egory）．　Suppose　a

topological　space　K　is　given．：しeもus　consider　the　fbllowing　question＄．

（Q1）Doesκhaveぬe　hOmotopy　type　of　a　closed　topological　manifold？

（Q2）SupPose　the　answer　to　the　above　questio捻is‘‘yes”・How　many　different　closed

　　　　　topological　manifolds　are　there　that　are　hom．otopy　equivalent　to　K？

To　simplify　the　argument，　we　aεs級me　thatκis　a伽ite　OWcomplex　and　we　consider

only　oriented　closed　topological　manifolds．
　　　　　　　
　　Let　K　be　a　covering　space　of　K　with　the　group　of　covering　tra：nslations　7r。：Le七us

denote　the　group　ring　Z｛π］by　A，　and　the　integral　coefHcient　celluユar　chain　complex
　　　バ　　　　　　　　　　　　　　　　

σ，（K）of　K　by　O．（K；A）．　It　is　a　A－mOdule　chain．　compIex　via　the（1ef七）action

　　　　　　　ゆofπon．　K（the　simplices　of　I（form　a　natural　baεis　as　a　A－module）．　The　dua1

　　　　　　　　　り：HomA（0．（K），A）as　a　A。modu｝e　cha海complex　is　denoted　by　C＊（K；A）．　Here　the

action　of　A　f士om　the　lef七is　given　by：

（（Σ　ngg）！）（x）・f（x）（Σ　ngg”1）　（Σ　ngg∈A，　f　G　C「（K；A），XE　Cr（K；A））．

Also，　for　an　in七egerη，，　theη戸dua10n贈＊（K；A）is　defined　by：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（0π一＊（K；A））r＝cn一「（K；A），

　　　　　　　　　　　dr　：（一1）「（dc．（KA））＊：σ篇　「（K；A）→on一「＋1（K；A）．

The　h◎m◎logy　group　Hr（ση　＊（K；A））of　this　chain　complex　coincides　wiもh　the
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ
。・mpact－supP・・t　in噂al　c・h・m・1・gy・9r・up　H轟7（κ）・f　K

　　If　K　is　homo七〇py　equivalenもto　a　topological　manifOld，　then　Poincar6　du’ality

must　hold　fακjus七as　for　manifolds．　So　we　assume　that　K　is　a　Poin．car6　complex

in　the　following　sense：

Definitionユ．1．　A　finite　O再！complex　1ぐis　an．π一dimensional　Po伽。αT6　co鵠pZεコじif

there　exists　an　n－cycleξ∈（7n（K）su．ch　tha七the　fQ1王Qwing　is　a　chain　equivalen．ce：

　　　　　　　　　　　　　ξ∩一：（フn　＊（K；Z［π1（」（）〕）→0＊（K；Z［π1（」（）〕）。

　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　へ

Hereξdenoもes　the　possibly　i豆伽ite　tra獄sfer　ofξinσ麺（K）．　If　the　Whitehead　torsion

of　this　map（∈Wh（π））玉sもrivial，もhe　Poincar6　cOmplex　is　said　to　be伽ple．

　　One　of　the　differences　between　Poincar6　complexes　and　topological　manifblds

aρpears　in　the，　bundle　theory．　The　bundles　for　topological　manifolds　are　the　topo－

10gical　fiber　bundles（or　siエnply　T（）p　bundles）；f6r　a　locally－flat　embedding　of　a　top（〉一

logical　manifold　M　in　a　Euclidean　space，　there　is　a　normal　Top　bundle，　denoted

μM，which　is　stably　unique　with　respect七〇co㎜．ected　sums　with　trivial　bundles．

On　the　oもher　hand，　for　Poincar6　complexes　embedded　in　Euclidean　spaces，　we　have

the　following：
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Theorem　1．2．　（Spivak）　Suppose　an　n－dimensional　PoincaTe’　complex　K　is　embed－

d｛nt　in　a　sufiiciε吻んゆ一軸ensi・nal　Euclidean　spαce　EN．　Then・tんθ繍αCオ¢・励

κげα町漁me¢9んborんood　of．κdefinεS　a　spんe短Cα1万うrαオ¢0πω茗仇んomotopy　fiber

SN’”n　when　resincted　to　tんe　boundary，　Furtherm・re，　tんぢ5綿綿傭3酬y癩9駕e

瞬んTespect　to　taking　a　fibembseゴoin・W伽trivial　spんericα1　fibrαtions，¢．　e．，励吻α

fibe7nnise　sttspension．

Such　a　stable　spherical　fibration　is　called．the　Spivak　normal　fibration　of　K　and　is

deno七ed　byレκ．

　　The　classifying　space　fer　stable　spherical　fibrations　is　denoted　by　BG．　The　i－th

homoもopy　group　ofβσis　the　stable　homOtopy　group　li叫→。07叫k＿1（5りof　the

spheres．　’rhe　classifying　space　for　the　stable　Top　bundles　is　denoted　by　BTop，　and

the　homotopy　fiber　of　the　natural　map　」：BTop　一　BG　is　denoted　by　G／Top．　lf

an　n－dimensional　Poincar6　complex　K　is　an　n－dimensional　closed　manifold，　then　its

Spivak　normal　fibration　yK　has　a　reductiok　to　a　Tep　bundle，　that　is，　the　classifying

map　forレκhas　a　li」託七〇BT（）P．

　　So　let　us　as＄ume　that　uK　has　a　Top　reduction．　Then　the　set　of　all　homotopy

classes　of　the　lifts　to　BTop　can　be　identified　with　［K　：　G／Top］，　and　there　is　a

onGto－one　correspondence　between　IK　：　C／Top］　and　the　set　of　all　normal　bordism

classes　of　degree　1　normal　maps　from　closed　manifolds　to　K．　（See　the　definition

below．）

Definition　1．3．　（1）　A　normal　map　（f，　b）　M　一＋　K　from　an　n－dimensional　manifold

M　to　an　n－dimensional　Poincar6　complex　K　is　a　pair　consisting　of　a　map　f：M　．　K

and　a　stable　bundle　map　b：　yM　一　op　covering　f　from　the　stable　normal　buRdle

vM：M　．　BTop　of　M　to　some　Top　bundle　ny：K　．　B　Top　over　K．

　　（2）Two且ormal　maps（∫：M→K，　b：レM→η）and（ノ：．M1→K，　b：レM’→ηノ）

are　normally　bordant　if　there　exist　a　bordism　F　：’　W”＋i　一　K　×　［O，　1］　between　f　and

f’，　a　Top　bundle　H　over　K　×　［O，　1］，　and　a　stable　bundle　map　B：uw　一　H　covering

Fwhose　restrictions　to　the　two　ends　areうand　bノ，

　　Surgery　is　a　method　to　deform　a　degree　1　normal　map；　the　new　normal　map

is　norma11y　bordant　to　the　original　map　and，　converse1y，　normallY　bordant　normal

maps　can　be　deformed　by　surgery　to　each　other．

　　We　can　amswer　QMf　we　have　a　method　to　detect　whether　a　gtven　normal　map　is

normally　bordant　to」one　whose　underlying　map　is　a　homotopy　equivalence．　Such　an

obstruction　is　defined　in　the　Lh－group　（surgery　obstruction　group）．　The　decoration

h　stands　for　homotopy　equivalence，　ln　general，　for　a　ring　A　with　involution　contain－

ing　1，　abelian　groups　Lk（A）　（n　）　O）　are　defined．　The　surgery　obstruction　a（f，　b）　of

a　degree　1　normal　map　（f，　b）　：　M”　一一〉　K　is　defined　in　the　Lh－group　Lk（Z［Ti（K）］）

of　the　group　ring　Z［ri（K）］，　and　the　following　holds：

Theerem　1．4．　（［31］，　［15］）　Let　（f，　b）　：M　．　K　be　a　normal　map，　and　suppose

γし≧4・　2アn＝4，血γでんer　sμPPosεtんαtπ1（∫（）　乞5　good　in　tんe　sense　o∫1ル℃edman一

◎U伽．：τんen（∫，　b）is　norma〃y　bor伽t　teαん・motopy　eguiva9εncεザαnd　ongy　if

the　surgery　obstruction　ff（f，　b）　vanishes．

　　To　answer　Q2，　we　fust　need　to　fix　the　classification　scheme．　Let　us　consider

the　clas＄ification　up　to　h－cobordisms．　For　this　it　suffices　to　verify　that　the　surgery

obstruction　for　a　normal　map　from　a　manifold　with　boundary　to　K　×　1　which



X16 MASAYUKI　YAMASAKI

restricts　to　a　homotopy　equivalence　of　boundary　can　be　defined　in　Lk＋i（Z［Ti（K）］）

and七hat　a　similar　resUlt　h◎lds　as　above．

Definition　1．5．　The　homotopy　structure　set　Sh（K）　of　an　it－dimemsional　Poincar6

complex　K　is　defined　by：

Sh（K）　＝：　｛f：M　一　K　1　M　；　Em　n－manifold，　f：a　homotoPy　equivalence｝　／　tv　，

where　two　homotopy　equivalences　f：M　一　K　and　f’：M’　一　K　are　equivalent　if

もhere　exist　anん一cobordism　W　between　M　and　M／and　an　lexten．sion．　F：W→」l

of／and　fノ．

Theorem　1．6．　（Surgery　Exact　Sequence）　Suppose　n　）　5　and　K　is　a　connected

n－dimensional　Po乞ncaγ・ぎcomplex。　Jf　UJぐんα3αTbp仇un・dle　reduction，　then　there飴

αnαむαCオ3eguence　o／set5∫

竣＋、（Z［7ri（K）D嵩5汽（κ）ユ照σ／：圃ム竣（z［π・（κ）］）・

Remark．　The　map　a　sends　a　normal　map　to　its　surgery　obstruction．　The　map

o　sends　a　homotopy　equivalence　f　：　M　一一一〉　K　to　the　induced　normal　map　（f，　b：

yM　．　（f”一1）’yM），　The　exactness　at　［K：　G／Tep］　is　in　the　previous　theorem　（i．e．，

im（op）　＝：　cr一1（O）），　One　can　introduce　an　ab　elian　group　structure　in　［K　：　G／Top］，

but　cr　may　not　be　a　homomorphism．　ln　fact，　O　G　Lk（Z［ri（K）1）　is　in　the　image

of　a　if　and　only　if　Sh（K）　is　nonempty　（i．e．，　K　has　the　homotepy　type　of　a　closed

n－dimensional　manifold）．　A＄suming　Sh（K）　is　nonempty，　w　represents　an　action

of　Lh．＋i（Z［7ri（K）］）　on　Sh（K），　and　the　exactness　at　Sh（K）　means　that　the　inverse

image　of　an　element　by　o　coincides　with　some　orbit　of　the　action　tu，

　　If　we　deal　with　simple　homotopy　equivalence　instead　of　homotopy　equivalence，

similar　obj　ects　S　S（一一）　aasd　Lg・　（Z［一一］）　cari　b　e　defined　analogously，　and　a　similar　exact

sequence　holds．　For　example，　SS（K”）　can　be　defined　using　simple　homotopy　equiv－

alence　and　s－cobordism．　Note　that，　if　n　）　5，　the　s－cobordism　theorem　implies　that

two　simple　homotopy　equivalences　fi　：M　一　K　（i　＝＝　！，2）　are　equivalent　if　and　only

if　there　exists　a　homeomorphism　h：　Mi　一’　M2　satisfying　fi　cr　f2　o　h・

　　Since　these　two　theories　are　quite　parallel　to　each　other，　we　omit　the　decorations

for　S　and　L　from　now　on．　lf　the　Whitehead　group　Wh（Ti（K））　vanishes，　that　is，

7ri（K）　is　trivial，　or　isomorphic　to　Z”，　theR　there　is　no　difference　between　them

anyway．
　　Both　L－groups　have　periodicity　of　period　4，　For　example，　the　lrrgroups　of　A　＝

Z［｛1｝］　：Z　are　given　by：

Theorem　1．7．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Z　iiiiOmod4，

　　　　　　　　　　　　　　　　　Li（Z）　＝　〈　Z／2　i　E　2　mod　4（i　．〉．一　O），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　O　iodd．

　　This　coincides　with　the　homotopy　gproup　Ti（G／Top）　of　G／Top　for　i　〉　O：

Theorem　1・8・σ／Tbp¢3　connected，　andπi（σ／Tbp，＊）　i≧｛五i（Z）（i＞0）．

　　When　K　is　a　closed　topologicai　ma　nifold，　we　can　define　the　relative　structure

set　Sh（K　×　li，　a）　using　homotopy　equivalence　（VV，　a）　一＋　（K　×　li，S）　that　restrict　to
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homeomorphisms　on　the　beundary，　and　we　can　extend　the　surgery　exact　sequence

to　the　left：

…　一　8（K　×　12，0）　一　［K　×　1；，6：G／Top，　＊］　一一〉　L．＋i（Z［7ri（K）］）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．　S（K　×　IW，S）　．．．．，，　．．．．

2．　SPECTR．A　AND　HOMOLOGY

　　A　collection　E　ur　｛Ek，　Ek　l　k　E　Z｝　of　based　spaces　IEk　and　based　homotopy

equivalences　ek　：　Ek　．　stEk＋i　to　the　loop　spaces　is　called　an　st－spectrum，　ln　the

following　we　actually　consider　a　A－set　［30］　＄atisfying　the　Kan　condition　instead　of

spaces，　but　we　pretend　that　these　are　ordinary　spaces．

　　The　homotopy　groups　of　an　st－spectrum　E　are　defined　to　be　7rn（E）　：　7rn＋k（Ek）

（n，k　E　Z，　n十　k　〉一tu　O）．　When　ri（E）　＝　O　for　all　i〈　q，　E　is　said　to　be　g－connective，

　　The　surgery　obstruction　group＄　L2（Z［7ri（K）］）　（n　）　O）　are　the　homotopy　groups

of　a　certain　O－connective　S一）一spectrum．　ln　fact，　there　is　a　functor　L〈O＞（一）　that　sends

a　path－comaected　space　K　to　an　st一・spectrum　L〈O＞（K）　satisfying

7r．（L〈o＞（K））　，．　｛8”（Z［’ri（K）］）　z2．Oo：

This　st一一spectrum　is　called　the　0－connective　periodic　L－spectrum．　Quinn　constructed

this　spectrum　using　a　geometric　method　（119］，　131，　17A］，　［32，　Chapter　3］）．　Since

surgery　obstruction　grroups　can　b　e　identified　vVith　the　set　of　cQbordism　classes　of

certain　chain　complexes　with　dua：lity　structures　（［25］，　［26］）　and　there　are　notions

ofη，一ads（pairs，　triads，4－ads，。．．）◎f　such　chaぬcomplexes，　one　can　algebraicaユ1y

construct　a　simila］r　functor　that　sends　a　ring　R　to　a　spectrum　L（R）．　Or　one　can

algebraically　construct　“L（K）”　using　geometric　modules　on　K　（c£　［27］，　［33］）．　Ge．

metric　modules　wil｝　be　introduced　in　the　next　section．

　　By　imposing　some　restriction　on　the　chain　complexes　used　in　the　comstruction

above，　one　can　kill　the　homot◎py　groupπ◎（L＜0＞（K））and　construct　the　1－connective

L－spectrum　L〈1＞（K）　that　satisfies

π・（L〈・〉（K））一
o1”（z　［π1（K）ユ）震；：

There　is　a　map　of　spectra　L〈1＞（K）　．　L〈O＞（K）　that　induces　isomorphisms　on　Tn

（n　〉　O）．

　　When　K　nc　｛＊｝　er　K　is　simply－connected，　we　use　the　following　notation：

L〈o＞mL＜o＞（｛・｝）， L〈1＞　一　L〈1＞（｛＊｝）．

There　are　homotopy　equivalences｝しく0＞o蟹Z×（］／Top，L＜1＞o　blσ／りBop（Casson，

Sullivan），

　　（Co）homology　group＄　of　a　pair　（K，　L）　with　ehe　coeflicient　an　st－spectrum　E　are

defined　by：

Hn（K，　Ll　E）一無π琳（κμ〈E・）， H”（K，　L；　E）　＝＝　［K／L，＊：En，　＊］・



l18 MASAYUKI　YAMASAKI

（lf　L　＝：　¢，　then　K／¢　ur　K　U　｛＊｝．）　These　are　the　homotopy　groups　of　certain

Ω一specもra：．砺（κ，ゐ；E）＝π。（麗。（K，五；E）），Hn（κ，五；E）＝π。（H。（」κ，五；厄））．

　　For　each　imctor　E　that　associates　an　st－spectrum　to　a　space，　Qulnn　defined　the

“assembly　map”　between　spectra：

A：He（K；E（｛＊｝））　一　E（K）・

The　induced　homomorphism　A　：　ll．（K；E（｛＊｝））　一一・　T．（E（K））　is　alSo　called　the

assembly　mop
　　Let　q　＝：　O，　1．　（There　are　analogous　results　for　any　q　G　Z．）　For　a　polyhedron

K，　，Ranicki　defined　the　algebraic　structure　spectrum　S〈q＞（K）　in　the　g－connective

L－theorz／　as　the　relative　term　of　the　assembly　map　for　the　q－connective　L－spectrum，

and　obtained　a　fibration　of　spectra　（［25］）：

He（κ；しくφ）ムL〈q＞（κ）→s〈q＞（κ）．

Its　homotopy　exact　sequence

…→5n＋1＜9＞（K）→Hn（K；L〈q＞）A＋　Ln（Z　［7r1（K）D鳥3n〈q＞（K）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一一〉　Hn－i（K；L〈q＞）　一　．．．

is　called　the　g－connective　algebraic　surgery　exact　seguence　for　K．　Here　S．〈q＞（K）

denotes　the　homotopy　group　7r．（S〈g＞（K））　and　is　called　the　algebraic　structure　group

in　the　q－connective　btheory．

Theorem　2．1．　（RaBicki，　1251，　［261，　［27］）　Let　K　be　an　n－dimensional　closed　mani－

fold，　and　let　n　）　5．　For　each　i　＞in　O，　there　are　isomorphisms

　8（K　×　rZ，0）　or　S．十i十Kl＞（K），

　［K　×　Ji，0：G／Top，＊］　＝：　［K　×　1’，0：L〈1＞e，＊］　＝　H一‘（K；L〈1＞）　X　Hn＋i（K；L〈1＞），

andオんe　SUrge？“y　eXαCt　SePUenCe　f・r　K　C・inCideSω伽オんe　1－COnneCtiVeαlgεうrαiC

surgεry　exαct　sequεnce　under　thesε　identifications．

　　As　the　lasもtopic◎fもhis　secもion．，　we　mention　the七〇tal　surgery　obstrucもion　of

Ranicki．　Le七Kbe　an　n－dimensional　Poincar6　complex．　In　the　previous　section，

the　question　QI　had　tw◎一step　obstructions：（！）Does　Yκhave　a　Top　bundle　reduc－

tion？（2）Is　there　a　degree　l　normal　map　to　K　with　trivial　surgery　obstruction？

Ranicki　unified　these　and　de且ned　a　single　obstruction　8（K），cεし11ed　the　totαl　surger3／

obstruction，　fbr　K　to　have　the　homotopy　type◎f　a　closed　topological　manif◎ld　a£

an　eleme批◎f　5π〈1＞（K），　where　n≧5。　The　image　of　8（K）in　5π＜0＞（K）is　den◎ted

3（K），and　is　caユled　the　O－eonnective　totαl　surgery　obstruction．　In　the　algebraic

surgery　exact　se儀uence，

　　　面the　imageオ（1ぐ）∈ffn＿1（1（；】L＜1＞）（resp．｛；（K）∈Hn＿1（K；］L〈0＞））of　3（1ぐ）∈

　　　　Sn〈1＞（∫（）（resp．3σ（）∈Sn〈0＞（K））is　the　obstruction　fbrレκto　hεwe　a　lifむ

　　　　　　　　　　　　　to　BT◎P（k）（resp．　BTop），　and

　　　⑫　ifカ（1ぐ）＝：0　（resp．　1（K）＝0），∂maps七he　surgery　obstructionσ（∫，　b）　∈

　　　　ゐ篇（Z〔π1（K）Dof　any　degree　l　normal　map（∫，b）：M→Kto　8（K）（resp．

　　　　9（K）），

　　　　　　　　where　B’lbp㈹→BG（k）is　the　pull－back　of　BTop→Bσvia　the　obvious　map

BG（k）→BG．



CONTROLLED　SURGERY　THEORY 119

3．　CoNTRoLLED　’TopoLoGy

　　Let　X　be　a　metric　space，　M　and　K　topological　spaces，　and　E　a　positive　number．

Suppose　that　a　continuous　map　p：K　；一〉　X　i＄　given．

Definitien　3．1．　A　hQmotopy　H：M　×　［O，1］　．　K　is　said　to　be　a　p－i（c）　homotopy

if　the　diameter　of　p　o　H（a　×　［O，　1］）　is　less　than　er　equal　to　6　for　each　a　G　M．

Definitien　3．2．　A　continuous　map　f：M　．　K　is　a　p－i（e）　homotopy　equivalence

if　there　exist　a　continuous　map　g：K　一　M　and　homotopies　h：gofc　I　M　，
k：fog　bl　IK　such　that　both　f　o　h　and　k　are　p一一i（E）　homotopies．

　　Now　we　consider　the　e　version　of　surgery　theory．　Let　K　be　an　n－dimensional

』Poincar6　complex　and　p：K→X　a　map　from　K　to　a　metric　space（X，の．　When

does　there　exist　a　p－i（c）　homotopy　equivalence　from　an　n－dimensional　topological

manifold？　Obviously　uK　must　have　a　Top　bundle　reduction，　and　therefore　there

musポexist　a　degree　l　normal　map（！，　b）from　a　topoIogical　manifbld．　To　define

an　obstruction　in　the　“controlled　surgery　obstruction　group”，　we　need　more　as－

sumptions．　The　difference　between　the　Poincar6　duality　of　maRifolds　（or　homology

manifolds）　and　that　of，Poincare　complexes　is　that　the　former　is　something　assem－

bled　from　local　dualities．　Note　that　the　definition　of　manifolds　is　local．　Suppose

there　is　a　p－i（E）　homotopy　equivalence　with　small　E．　Since　the　Poincar6　duality　for

a　manifold　is　“small”，the　Poincar6　duality　for　K　must　also　be　“small”．

　　To　clarify　the　meaning　of　the　previous　seneence，　we　introduce　the　notion　of

geometric　modules　（［4］，　［20］，　［22］，　［28］）．　To　simplify　the　definition　we　assume　that

p　：K　一　X　is　a　UVi－map；　i．e，，　p　is　proper　aRd　ento，　and　for　any　c　〉　O，　any

map　a：　P2　一一一＋　X　from　a．　2－complex　P，．and　any　lift　ctg：　Pe　一一〉　K　of　or　defined

on　a　subcomplex　Po　of　P，　there　exists　an　extension　bl　：P　一　K　of　ao　such　that

d（p　o　ty（s），a（s））　〈　E　（for　all　s　E　P）．　For　example，　the　identity　map　1：X　．　X　is　a

ひV1－m，ap．

Definition　3．3．　（1）　Let　S　be　a　set．　The　pair　（Z［S］，ip）　of　the　free　module　Z［S］

generated　by　S　and　a　map　ip：S　．　K　is　called　a　geometric　module　on　K．

　　　（2）Amorphismノ：（Z同，φ：5「→K）→（Z［T］，ψ：T→K）between　two
geometric　modules　on　K　is　a　formal　sum　XkA　nA（sA，tA）　of　pairs　（s，t）　G　S　×　T

with　integral　coefficients　such　that，　for　each　s　G　S，　there　are　only　finitely　many　A’s

with　sA　＝s　and　that，　for　each　t　e　T，　there　are　only　finitely　many　A’s　with　tA　：t．　A

morphism　obtained　by　reduction　of　like　terms　is　regarded　to　be　a　different　morphism

from　the　original，

　　　（3）　A　morphism　f　：　（Z［S］，ip）　．　（Z［T］，th）　has　radius　p一一i（e）　if　the　coefficient　nA

in　f　of　a　pair　（sA，tA）　satisfying　cil（p　o　ip（sA），p　o　2P（tA））　〉　6　is　O．

　　　（4）　The　dual　（Z［S］，ip）＊　of　（Z［Sl，ip）　is　defined　to　be　（Z［S］，ip）　itself；　thus　Z［S］

can　be　regarded　as　a　submoduユe　of　Homz（z［s］，z）．　The　dttα1∫＊：（Z［T】，ψ）＊→

（Z［S］，ip）“　of　a　morphism　f　：　（Z［S］，¢）　一一　（Z［T］，ip）　with　f　＝　£AEA　nA（SA｝tA）　i＄

de舩ed　byノ㌔・Σλ∈A　nλ（tλ，3λ）．1f∫has　radiusガ1（e），　then　so　does∫＊．

　　　（5）　By　tv，　we　denote　the　equivalence　relation　on　the　set　of　morphisms　f　：

（Z［S］，　ip）　．　（Z［T］，th）　with　radius　c　generated　by　reductions　of　like　terms　satisfying

d（p　o　ip（sA），p　o　th（tA））　f｛｛　6　together　with　the　inverse　operations．

　Remarks　on　definition．　（1）　lf　X　is　bounded　and　the　sets　S，　T　are　finite，　then　the

set　of　the　equivalence　classes　with　respect　to　N，　of　the　morphisms　of　radius　p－i（E）
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丘◎m（Z〔s】，φ）to（％［T］，ψ）can　be　iden七ified　with　Ho耳nz（Z［3］，Z［T］）for　su鐙ciently

largeξ．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り
　　（2）Le七（ZiS］，φ：5→K）be　a　geometric　m，o（鼻ule　a’nd　let　3→3be　the　pull－back
　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　リ

of　the　urdversal　cover　1ぐ→K　of　K　via，φ．　Then　the　free　modU！e　Z［3］generated　by　S

ha8　an　action　of　7τ1（1ぐ）曲d　can　be　regaLrded　a8　a丘ee　Z［π1（K）］一module．　In　general，　a

morphism∫：（ZIS〕，φ）→（Z〔T］，ψ）does　not　necessaぼily　deane　a　Z［π1（K）トmodule
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　り

homomorphism　Z［S］→Z［Tユ．　But，　if　K　alld　X　are．且nite　polyhedra　and∫has

radiusガ1（E）fbr　suf丑cienもly　smaJl　6，　then　i七de恥es　a　unique　Z［π1（K）】一module
　　　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　ぼ

homomorphism　Z同→Z［T］since　p　isσγ1．（Note　that　non－contractible　loops　in

Kha；ve　i瓢ages血Xof　diameter　bou．nded　below　by　some　positive　number．）

　　（3）R）rthe　de且niもion　of　nユorphis狐s　for　a　mQre　general　map　p，　please　referも◎

【28］．

　　Suppose　that　K　is　a価iもe　polyhedron　and　that　aσV1－map　p：κ→Xto　a

p◎1yhedral　meもric　space　X　is　given．　The　simplicial　chain　complexσ＊（K）of　K

ca，n　be　regarded　as　a‘‘chain　complex，，　of　geometric　modules．　Pick　a　represen七ative

point（e．g．，七he　barycenter）負℃m　each　simplex　a，nd　thihk　of　it　as　a　basis　element．

：For　a町6＞0，　we　may　assume　tha七七he　boundary　morphisms◎fσ．（K）have　radius

ガ1（c）andもhat　the　compositions　of　consecu七ive　bo㎜．dary　morphisms　are　p－1（e）

homotopic　to　O（the　empもy　morphism）by　taking　a　sufiiciently伽e　triang撮ation．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りAs　we　no七ed　above，　we　can　construct　O．（K）fromσ．（K）by　taking　the　pUll－back

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　
of　the　universal　cOver　K→1ぐ．

Definition　3．4．　K　above　is　an　n－d伽ensionα1　p’一i（E）Po伽。αT6　complesじwith　re－

sp　ect　to　p　if　there　exists　a　cycle　e　e　C．（K）　for　which

en一 Cn一＊（K）　：一一　C．（K）

is　a　p一’i（E）　chain　homotopy　equivalence　for　some　sufficiently　fine　subdivision　of　K．

Here　a　“p－i（e）　chain　homotopy　equivalence”　is　defined　by　throwing　in　appropriate

p－i（e）’s　in　the　ordinary　definitioB　and　using　N，’s　in　place　of　the　equalities　（［28］），

RemaTk．　Althqugh　one　can　consider　the　controlled　torsien　ofp’nt　i（E）　chain　homotopy

eqUivalences，　such　a七〇rsi◎n　is　known　to　va訟sh　f6r　su鐙ciently，　sma11εwhen　the

control　map　p　is　UVi．　So　we　do　not　define　p“i（e）　simple　Poincar6　complexes　here．

Theorem　3．5．　（S．　C．　Ferry　and　E．　K．　Pedersen，　［13］，　［2，　g　2］）　Let　X　be　a　finite

polyhedron　and　n　）　5，　Then　there　exist　eo　〉　O　and　T　〉一　1　satisfying　the　folloutng：

For　any　e　（60　〉　E　〉　O），　any　n－dimensional　p一一i（6）　Poincare’　complex　p：K　一　X，

and　any　degree　1　normal　map　（f，　b）　：Mn　一．　K，　there　is　definecl　a　well－defined　ob－

struction　class　gC（f，　b）　in　H．（X；L〈O＞），　and　（f，　b）　is　normally　bordant　to　a　p一一i（TE）

homotopy　eg伽αZεncεザα掘。吻ザσc（f，　b）vanisんe5．

　　The　data　on　K　seems　to　be　missing　from　the　obstruction　class，　but　this　is　due　to

the　assumption　that　the　fiber　of　p　is　approximately　simply－connected，　The　image

of　aC（f，　b）　by　the　assembly　map　A　：　H．（X；L〈O＞）　一，　L．（Z［7ri（jkr）］）　coincides　with

the　ordinaary　surgery　obstruction　a（f，　b）．

　　To　state’the　epsilon　surgery　exact　sequence　of　Ferry－Pedersen，　we　need　to　define

a　p一一i（E）　homotopy　structure　set　8，（p：K　一　X）．　This　will　be　done　in　Theorem　3．7

bel鰍We丘rs七introduce　the　umstable　structure　set　as　a　preparation：
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Definition　3．6．　Let　p：K’一一一＋　X　be　a　UVi－map．　Define　8t（p：K　一一÷　X）　by

　　　｛∫・M→KIM・n－ma曲1d，ノ・a　P－1（・）h・m・t・py・q曲1・nce｝／～，

where　tw◎maps∫：M→K，∫1；Mノ→Kare　equivalendf　there　exists　a　homeぴ
morphism　h：M　一＋　M’　such　that　f　and　f’o　h　are　p－i（e）　hemotopic．　（Note　that，

for　n　〉一．　5，　a　contrelled　h－cobordism　is　a　controlled　product　in　this　situatien．　［201）

Theorem　3．7．　（S．　C．　Ferry　and　E．　K．　Pedersen，　［13］，　［2，　g　2］）　Let　X　be　a　finite

polyhedron　and　n　＞pt　5，　Then　there　e　ntst　Eo　〉　O　and　T　；Er　i　satisfying　the　following：

if　K　ts　an　n・伽εnsionα1・cl・sed　t・p・Z・伽1　manifold　and　p：κ→X　isひγ㍉tんε箆

for　any　E（ε0＞ε〉◎）there・is　a加ctoriα1．surger31　exαct　sequence

’”
@．　Hng（XIL〈O＞）　一一　Sc　（P：N　一　X）　一　Hn（7V；L〈1＞）　一一　Hn（X；L〈O＞），

where　S，（p）　＝　im　（SE（p）　．　（Si7，（p））　and　SE（p）　or　CSe，（p）・

Remark．　W：hen　K　is　only　a　p”i（e）　Poincar6　complex，　there　is　an　exa£t　sequence

up　to　terms　that　ma　ke　sense，　but　the　maps　may　not　be　homomorphisms　j　ust　as　in

the　classical　case．

　　Note　that，　for　sufficiently　small　E，　the　controlled　surgery　obstruction　groups　are

independent　of　the　value　of　E．　’Jrhis　sort　of　phenomenon　happens　often　in　controlled

topology：　we　can　squeeze　sufficiently　small　obj　ects　to　get　obj　ects　as　srpall　as　we

like．　The　key　idea　is　to’split　objects　into　pieces　and　to　use　induction　（129］）．　See

also　the　remark　on　the　size　of　the　images　of　non－contractible　loops　above．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4．　HoMoLoGy　MANIFoLDS

　　In　this　＄ection，　we　describe　the　wprk　of　Bryant－Fetiry－Mio－Weinberger　［2］　on

homology　manifolds．　The　ANR　（absolute　neighborhood　retract）　X　is　a　homology

n－manifold　if　Hi（X，　X　一　｛x｝）　or　Hi（Rn，R”　一一　｛O｝）　holds　for　each　x　G　X．　An　n－

dimensional　closed　topologica｝　manifold　is　a　homology　n－manifold，　aud　the　following

gives　a　paitial　converse；

r17heorem　4．1，　（Edward＄，　15］）　Let　n　）　5　and　let　X　be　a　homology　n－manifold

satisflying　DDP．　Tんεπ吻陀30地誌∫：M→Xcan　be　approximated　by　aん0肌e－

omorphism．

　　We　say　that　X　satisfies　DDP　（Dis3’o．int　Disks　Property）　if　any　two　continuous

maps　from　a　2－disk　to　X　can　b　e　approximated　so　that　they　have　disj　oint　images，

and　f：M　一　X　i＄　a　resolution　if　M　is　an　n－dimensional　topological　manifold　and　f

is　a　proper　cell－like　surj　ection．　（A　map　is　cell－like　if　every　inverse　image　of　a　point

is　contractible　in　any　neighborhood．　lf　a　map　is　an　E　homotopy　equivalence　for　any

e　〉　O　with　respect　to　the　identity　map　of　the　target，　then　it　is　cell－like．）

　　In，【2ユ1，〔23｝，　Quinn．　found　the　obstructi◎n　for　a　con，nected　homology　n一】〔nanifold

X　（n　）　5）　to　have　a　resolution：

Theorem　4．2．　（Quinn）　There　is　an　integer－valued　invam’ant　1（X）　of　connected

homology　n－manifolds　X　．（　n　）　5　）　satisJEying：

　（1）　1（X）　一’一一一1（mod　8）f

　（2）ザひ⊂Xisαconnεcted　open・5励5eち仇eη」（X）・＝f（ひ）ノ
（3）　」（X　×　Y）　＝＝　1（X）　×　1（Y）；

　（4）　X　has　a　Tesolution　if　ancl　only　of　jr（X）　＝　1．
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　　Define　an　integer　i（X）　by　i（X）　＝　U（X）　一　1）／8．　This　integer　has　the　following

Snterpretation：　There　is　a　degree　1　nqrmal　map　to．the　homology　manifold　X　（［12，

Theorem　16．6］）．　Since　X　is　E　Poincar6　with　respect　to　the　identity　control　map

lx　：　X　．　X　for　every　E　〉　O，　one　can　associate　an　E　surgery　obstruction　clas’s

aC if，　b）　E　H．（X；L〈O＞）　ss　［X　：Z　×　G／Top］　to　any　degree　1　normal　map　（f，　b）　：

M　一一．　X．　The　［X：Z］　＝Z　component　of　uC（f，　b）　is　the　integer　i（X）．

　　The　existence　of　resolution　can　be　derived　from　the　vanishing　i（X）　＝＝　O　in　the

follewing　way，　For　simplicity　we　assu　me　that　X　is　a　polyhedron．　By　changing

［f，　b］　E　［X　：　G／Topl　if　necessary，　we　may　assume　that　crC（L　b）　＝　O　E　［X　：Z×

G／Top］．　’lrherefore　S，（lx　：X　一一〉　X）　yk　¢　for　every　6　〉　O．　ln　the　exact　sequence

Hn＋i（XlL〈1＞）　一’　Hn＋i（XlL〈O＞）　一“　8E（lx）　一　Hn（X；L〈1＞）　一＋　Hn（X；L〈O＞），

the　first　map　is　an　isomorphism　and　the　last　map　is　’an　inj　ection，　because　Hi（X；　Z）　：

O　for　i　〉　n．　Therefore　there　exist　a　clo＄ed　topological　manifold　Mn　and　a　sequence

of　maps　A：M　一一一÷　X　such　that　（！）　A　is　a　1／i2　homotopy　equivalence，　and　（2）　fi

and　fi＋i　are　1／i2　homotopic．　The　limit　is　the　desired　reselution　of　X．

　　Let　X　be　a　homology　n－manifold　and　pick　a　degree　！　normal　map　f：M　一　X．

As　above，　f　determines　crC（f，　b）　E　H．（X；L〈O＞）．　1“rom　A（ffC（f，　b））　＝：　ff（f，　b）　and

a（a（f，b））　：g（X），　we　can　deduce　s一（X）　ex　O　G　S．〈O＞（X）．　The　following　is　the　main

result　in　［2］．

Theorem　4．3．（Bryant－Ferry－Mi（〉一Weinberger）Let　X　δεαn　n－d伽ensionαl

Poincare’　complex　and　n　）　6，　X　has　the　homotopy　type　of　an　n－dimensional　topo－

log乞cal　mαnij『oldザαη（オonlZ！ザ5（X）諜0∈5n〈0＞（X）．エァ否（X）＝＝0，　tんenオんe7・e　ecn％8ts

a　covariantly　functorial　4－periodic　exact　seauence　of　abelian　groups：

…H。＋、（X；L＜0＞）→L。＋、（Z［π、（X）］）→sH（X）→H。（X；L（0＞）→五。（Z　［π、（X）】）．

Remarks．　（1）　SH（X）　is　defined　by　replacing　“manifolds”　with　“homology　mani－

folds”　in　the　definition　of　S（X），

　　（2）　When　X　is　a　homology　n一・manifold，　there　is　an　isomorphism　SH（X）　一一El一，

8n＋1＜0＞（X）癒at　se簑ds　a　homoto：py　equivalenceノ：Z→Xfrom　another　homology

manifold　Z　to　its　relative　total　surgery　obstruction　of　the　mapping　cylinder　of　f．　Via

this　isomorphism，　the　above　exact　sequence　can　be　identified　with　the　O－cQnnective

algebraic　surgery　exact　sequence　（R；anicki　［27］）．

Example．　Take　the　n－dimensional　sphere　S”　（n　）　6）　as　X．　ln　the　surgery　exact

sequence　for　homology　manifolds，　we　have

ff．＋i（S”；L〈O＞）　＝　Ho（Sn，L．＋i（Z））　e　Hn（S”；Li（Z））　一一　Ln＋i（Z）　，

H。（sn；L＜0＞）・・　Ho（5π；Ln）㊦H。（sn；五。）・・　Ln（Z）㊥五〇（Z），

and　we　can　deduce　that　8H（S”）　tw　Lo（Z）　：　Z．　Here　the　equivalence　class　of　a　ho－

mology　manifold　Z　that　is　homotopy　equivalent　to　S”　corresponds　to　its　resolution

obstruction　i（Z）．　Therefore　it　implies　the　existence　of　such　homology　manifolds

that　do　not　admit　resolutioms．　Similar　results　also　hold　for　simply－connected　man－

ifolds　other　than　S”．
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5．　OTHER　APPLICATIONS

　　Let　r　be　an　infinite　discrete　group，　and　let　Br　be　the　classifying　space　for　r．　The

Novikov　Conjecture　on　higher　signatures　can　be　rephrased　in　the　following　way：

Novikov　C◎njecもure・Theαssembly　mαP　x‘1．：H．（Br；L＜0＞）→．Z，．（Z［T】）is　split

injective　when　tensored　ntth　（P．

For　torsion－free　group＄，　there　is　a　stronger　conj　ecture：

Integral　Novikov　Conjec七ure・写ris　torsion－free，仇εα35e励ly　map．A：
鼠（βr；L＜0＞）→五。（Z〔r］）ゼ3απ蜘m・励繍．

　　If　r　is　the　fundamental　group　of　an　aspherical　manifold　Mn　（n　）　5）　（i，e．，　M　or

Br），　the　lntegral　Novikov　Coajecture　is　true　for　T，　and　Wh（T）　＝　O，　then　the　Borel

Conj　ecture　below　holds　true．　lt　is　conj　ectured　that　Wh（r）　＝　O　for　torsion－free

groups　r．

B。rel　Conjecture．　Jf　a　closed　mαnOfold　M　is　K（r，1），抗εη卿ん。一面y　equiv－

alence　f：N　一　M　from　a　closea　manifold　is　homotopic　to　a　homeomorphism．

　　Farrell　and　Hsiang　were　the　first　to　attack　the　Novikov　Conj　ecture　and　the

Borel　Conjecture　“sing　controlled　topology　（［6］，　［7］，　［8］，　．．．　）．　They　showed　the

top　oiogieal　rigidity　for　fiat　and　almost－fiat　manifolds　using　geometric　metho　ds，

Dress　induction，　etc．　Then　Farrell　and　Jones　introduced　the　notion　of　foliated

control　［9］，　and　showed　the　rigidity　for　compact　non－positively　curved　manifolds，

etc．　（［10］）；　a　lot　of　improvements　have　been　（and　are　sti｝1　being）　made　by　them　since

then，　On　the　other　hand，　bounded　control　［11］　and　continuous　control　［ll　have　been

playing　an　important　and　central　role　in　controlled　topology．　For　example，　Carlsson

and　Pedersen　verified’the　Novikov　Conj　ecture　for　a　class　of　groups　containing　word－

hyperbolic　groups　13］．

　　There　are　other　topics，　such　as　C’一algebra　and　its　relation　to　controlled　topology

［17］　and　so　on；　see　［14］　for　these　and　for　more　details　on　the　Novikov　Conj　ecture．

　　Another　application　is　the　finiteness　theorem　of　Grove－Petersen－Wu：

The・・em　5ユ・個）暇23（n）伽・t・仇e　8ε亡・∫・19・the・n一伽・n・i・nα1・Ri・鴇・nni・n

manifolds　utth　sectional　curwature　〉一．　k，　diameter　S　D，　volume　〉一一．　v．　For　n　＃　3，

オんe7reα7re　onl＆げinitely　man・y　topologicα9　types　of　man・ザOl（オ3加・窺π薦を二（n）．　For　n≠3，4，

オんeγe㈱0吻finitely　m，απy雌eo鵠0η）ん¢飢惣e8．0∫3％Cんmα顧）lds。
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コ
L Inもroduc七ion

　The　subject　of　this　paper　is　a　new　coordinate　system，　s（トcalled　multiplier　cooridi－

nates，　introduced　into　the　moduli　space，　Mn，　of　the　polyno：mial　maps　Polyη（C）from

　　　　　　　　　　　　　　　　　ム
the　Riemann　sphere，　C，　to　itself，　with　degreeη，．

　　In　study　of　its　geometry　and　topology　from　a　viewpeint　of　co恥plex　dynamical

systems，　we　make　use　of　this　system　i丑order　to　express　singulaエpaエt，　and　dynamical

loci　as　algebraic　curves　or　surfaces．　And　to　exhibit　the　moduli　sp㏄e　with　a　higher

degree　under　this　systern　deserves　particulax　attention：fbr　example，　a　problem　of

ch肛acterizati伽f　exceptina1　P訂t，ε。←Cn一1＼戦）・This　pr・blem　is・皿main

subject．

　　The　initiator　of　the　use　of　multipher　cooridinates　is　J．　Milnor（［Mi193D，　to　the　case・

of　the　quadratic　rational：Maps．

　　First，　we　investigate　the　moduli　space　Mηconsisting　of　all　holomorphic（a伽e）

　　　　　　　げconlugacy　classes　of　Polyπ（C）．　A　poly亘omial　map　p　of　degreeη，　is　monic　and　centere母

if　it　has　the　form　p（z）＝zn十（h＿2zn－2十…十clz十（ね．　Every　polynomial　map
　　　　ム
from　C　to　itself　is　conju呂ate　under　an　af丘ne　change　of　variable　to　a　monic　centered

one，　and　this　is　uniquely　determined　up　to　conjugacy　under　the　action　of　the　group

σ（n－1）of（n－1）一st　roots　of　unit｝孔　Hence　the　a」田ne　space　7）1＠）of　all：monic

centered　polynomials　of　degree　n　with　coordi且ate（co，c1，…，cn＿2）is　regarded　as　an

（n－1）一sheeted　covering　space　of　MπThus　we　can　use　7）1（n）as　a　coordinate　space



for　the　moduli　space　M．，　though　it　remains　the　ambiguity　up　te　the　group　G（n　一一　1）．

This　coordinate　space　has　the　advantages　of　beihg　easy　to　be　treated．

　　However，　it　weuld　be　also　worthwhile　to　introduce　another　coordinate　system　hav－

ing　any　merit　different　from　Pi（n）’s．　ln　fact，　Milner　successfully　introduced　coordi－

nates　in　the　moduli　space　of　the　space　of　all　quadratic　rational　maps　using　the　ele－

ment　ary　symmetric　functions　of　the　multipliers　at　the　fixed　peints　of　a　map　（［Mi193］）．

In　the　case　of　Poly．（¢），　we　try　to　explore　an　analog　y　to　this　in　section　2．

2 Polynomials　of　degree　n

2．1Moduli　space　of　polynomial　maps

　　　　　ム
　　Let〈C　be　the　Rierdann　sphere，　and　Polyπ（〈C）be　the　space　of　all　polynomial　maps

　　　　　　　　　　　　　　ムof　degree　n　from　C　to　iもself：p（z）＝αnzn十αn．一1zn－1十…十α1z十αo　（αn≠0）．　The

group　i敦（C）of　all　af丑ne　transformationsεしcts　on　Polyn（C）by　conj　ugεしtion：

gopog－iEPoly．：（C）　for　gE2t（（C），　pEPoly．（C）・

Two　maps　pi，p2　e　Pely．（C）　azre　holomorphically　conj　ugate　if　and　only　if　there

exists　g　e　2t（C）　with　g　o　pi，　o　gww　i　：p2．　Under　the　conj　ugacy　of　the　action　of　2t（C），　it

can　be　assumed　that　any　map　in　Poly．（C）　iS　“monic”　and　“centered”，　i．e．，

p（z）　：z”　＋　cn－2zn－2　＋　cnth3zn－3…＋　co．

This　p　is　determined　up　to　the　action　of　the　group　G（n　一　1）　of’　（n　一　1）一st　roets　of　unity，

where　eachη∈G（n　一1）acts　on　p∈i　Polyn（C）by　the　transformation　p（z）ト＞p（ηz）／η．

For　example，　in　the　case　ef　n　＝　4　the　following　three　monic　and　centered　polynomials

belong　to　the　same　conjugacy　class：

x4　＋　az2　＋　bz　＋c

24　＋　ooz2　＋　bz　＋　ccd2

z4　＋　oo2z2　＋　bz　＋　cw

where　w　is　a　third　root　of　unity．　．

The　quotient　space　of　Poly．（C）　under　this　action　will　be　denoted　by　M．，　and

called　the　mo　duli　space　of　holomorphic　conj　ugacy　classes　！p＞　of　polynomial　maps

pof　degreeη，．：Let　1）1（n）be　the　affine　spa£e　of　a11皿onic　centered　polynomials　of

degree　n　with　coordinate　（co，ei，…　，　e．一一2）．　Then　we　have　an　（n　一　1）一to－one　canonical

projection　¢　from　Pi（n）　onto　M．．　Thus　we　can　use　Pi（n）　as　coordinate　space　for

M．　though　there　remains　the　ambiguity　up　to　the　group　G（n　一一　1）．



2．2　Multiplier　coordinates

　　Now　we　intend　to　explere　aEnother　coor（linate　spa£e　for　Mn．．　For　each　p（z）　G

Poly．（C），　let　zi，　…　，　xn，　xn＋i（　＝　oo）　be　the　fixed　points　of　p　and　k　the　multipliers

of　zi；th　＝＝　p’（zi）　（1　S　i　S　n），　and　pa．＋i　＝　O．　Consider　the　elementary　symmetric

functions　of　the　n　multipliers，

　　　　　　　　　　　　　　　an，1　＝　pa1　＋’”＋　pan，

　　　　　　　　　　　　　　　σn，2一μ・μ2＋…＋PSn一一・μη一Σ；ゴμ乞Σ呈〉乞μゴ，

　　　　　　　　　　　　　　　　一　　一　　一

　　　　　　　　　　　　　　　an，n　＝！a＠2’”pan，

　　　　　　　　　　　　　　　On，n＋1　＝　O・

Note　that　these　are　well　defined　on　the　moduli　spa£e　Mn，　since　！a’s　are　invariant　by

afine　conj　ugacy．

2．2．1　The　holomorphic　index　fixed　point　fbrmula

　　For　a：n　isolated丘xed　point∫（コじ。）＝・コり◎，　xo≠○O　we　define七he　holomorphic　index

of∫at　xo　to　be　the　residue

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e（f，　x・）干2議一与（b　dz

：For　the　point　at　inilin．ity，　we　define　the　residue　of！at　OO　to　be　equal　to　the　residue　of

φ○！oφat　origin，　whereφ（z）＝・圭。　The　Fatou　index　theorem（see［？D　is　as　follows：

：For　any　rational　map！：C→Cwithノ（のnot　identically　equal　to　2，　we　have　the

relati・nΣ∫（。）　乙（！，　z）一1・This　the・rem　can　be　apPlied　t・theseμ¢’s；ΣL、、ij，＋

曇δ＝・1，providedμ¢≠1（1＜乞くη）．　Arra且ging　this　equation　for　the　form　of

elementary　symmetric　functions，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　ツ。＋71σπ，・＋or2・Un，2＋…＋7n－Qn，n－1＝O

where
　　　　　　　　　　　　　一（一1）㌦（∵）／ω一（マ1畑）・

Note　thatμ乞＝！（1≦i≦n）is　allowable　here．　Then　we　have　the　following：Linear

Relatio：n：　　　　　　　　　　　　　　　　噂

Theorern　l　　　　Amongσn，ドs，　there　is　a　1加eaττela亡fon

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　れ　ユ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Σ（一1）た＠繭）σ篇，ド0，　　　　　（1）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　k＝O

曲ere　we　puむσπ，o＝1．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　」



pt　For　the　cubic　case　（n　＝　3），we　have　3一　2a3，i　十　a3，2　：O

es　For　the　quaxtic　case（n＝4　），　we　have　4　一一　3a4，i　十2a4，2　一　a4，3　：O

　　In　view　of　Theorem　，　we　have　the　natural　map　W　from　M．　to　Cn－i　corresponding

tO　W（P）　：（On，1）an，2，’”，On，n－2，　an，n）・

　　Let　X（n）　be　the　image　W（M．）（　c　¢n－i　）．

2．2．2 Characterization　of　exceptional　set

　　To　investigate　whether　this　map　W　is　surj　ective　or　not　is　our　main　subject：　a

problem　of　characterization　of　the　part　of　Cn’“一i　X　X（n）．

　　We　call　this　set　exceptional　set　and　denote　it　by　S．　＝　Cn－i　X　X（n）．

　　eur　main　subject　is　as　follows：

For　a　given　（si，s2，…，snm2，sn）　E　（C”一一i，　we　set　s．一i　a　solution　of　XZ．一．一〇i（一一一1）k（n　一

k）sk　：　O，　so　＝　1．　Then　for　the　point　（si，…　，s．）　e　Cn－i，　we　set　a　polynomial

　　　　　　　　　　　　　　　m（z）　：　zn　＋　siz”ini　＋　s2x”nv2　＋　…　＋　snimiz　＋　sn

Then　w　denote　the　roots　of　this　polynomial　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　pa　1，　pa2）’”　，　pan－1，　pan，

．　Can　we　obtain　a　polynomial　p（z）　E　Pi（n）　corresponding　to　（si，…　，sn）　as

（al，…　，　an）　？

　　Namely　can　we　find　a　polynomial　satisfying　that　for　fixed　points　zi

　　　　　　　　　　　　　　　　p（zi）　：zi，・（i　＝1，一・，n）　with　pai　＝：p’（zi）．

　　The　case　n　＝＝　3　is　nicely　solved：W　is　surj　ective．　（This　fact　is　mentioned　in　［Mi193］

wi£hout　any　details．）　We　solved　this　problem　for　the　case　n　＝：　4：　W　is　no　longer

surj　ective．

　　As　for　the　cases　of　general　n，　we　expect　analogeus　results．　．
　　We　have　a　following　result：

Theorem　2　（M．　FUJIMURA）
if　a　polynomial　m（z）　ha＄　n　roots　k　：1　satisfying　Xi　t．　＝　O　bi　＝1一　la，　and　for　any

pr・per　subseむ3・fr・・むs，Σ、∈3奏≠0，舳力here曲力s　a　p・lyn・mla1　P（の∈’P・（n）

such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　P（2：の＝Zi，　（歪＝1，・◆・，γのW∫むh　　μ¢臨Pノ（2：i）．

es　Fer　a　set　｛pa，2　一一　pa，　A，2一　A｝，　pa　＃　A，　pa　vE　1　a　cerresponding　polynomial　exits．

dy　For　a　set　｛pa，2　一一一　pa，　pa，2　一　pa｝　pa　1　1，　no　corresponding　polynomial　exits．

＠　For　a　set　｛LL，　pa，　LL，　A，　A｝，　IL　＃　1，　5　一一　2pa　一　3　A　＝　O　a　corresponding　pQlynomial　exits．

tw　For　a　set　｛pa，　pa，・pa，2　一　pa，　23“｝，’　pa　S　1，　no　corresponding　polynomial　exits．



2．3　Polynomials　of　degree　3

2．3．1　Moduli　space　M3（C）

　　　Here　we　abbreviate　a3，i　as　ai．　These　oi　i　一一　1，2，3　aEre　defined　on　EYE3（C），　with

the　linear　relation：　3　一　2ei　十　a2　＝　O

　For　the　cubic　case，　we　’can　show　that　the　excetional　set　is　empty：　namely　for　any

point　（si，　s3）　G　C2，　we　can　regard　it　as　a　point　of　（az，　a3）　G　2］（3）　satisfying　the　above

relation　3　一2ai　十　02　：　O．　Therefore，　（si，s3）　E　C2　uniquely　determines　〈p＞　G　M3（C）．

　In　fact，　a　map　in　Poly3（C）　is　conj　ugate　to　a　normal　form　z3　十　az　十　b，　whose

parameter　（a，　b2）　is　・unique　to　the　class　〈p＞．　（a，　b2）　relates　to　（ai，　a3）　as　follows：

7［hra　nslation　Formula　for　Cubic　Polynomials

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ai　：一3a＋6，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（2）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　03　＝　27b2　十　a（2a　一　3）2，

Inverse　Formula　for　Cubic　Polynomials

　　　　　　　　　　　　　　　　紅（6　一一　ai（4a？　一）llきぞ＋81σ、＋27σ3－54）／729．　（3）

Proposition　1　（ai，a3）is　a　coordinate　system　of　M3（C）．

2．4　Polynomials　of　degree　4

2．4．1　Moduli　space　M4（C）

　IB　the　case　of　Poly4（C），　we　can　go　on　further　analysis　by　using　a　symbolic　and

algebraic　computation　systems．　Here’　we　write　a4，i　＝：　ai　（i　＝　1，…　，4）　for　brevity．

Set　Pely4（C）　D　p（x）　＝　a4z4十a3z3十a2z2十aiz十ao，　IPi（4）　D　p（z）　＝　x4十。2z2十cix十co，

M4　D　〈p＞　，

p　＝　z4＋c2z2＋ciz＋ce

　　tv　z4＋wc2z2＋cix＋w2eo

　　．v　z4＋w2c222＋ciz＋WCo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（w3　＝1）

There　are　natural　projections：

　　　　¢：Pi（4）一一〉］M［4　threeto－one　map

W　：　M4　．　£（4）　c　C”一一i　two－to－one　in　genera！．



2．4．2　Excetional　set

　　For　a　polynomial　p（z）　＝：　a4z4十a3z3十a2z2十aiz十ao，　we　chese　z4十。2z2十ciz十co　G〈

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　！p　〉　and　set　X（4）　D　（ai，a2，　a4）．　For　the　quartic　case，　a　linear　relation　is　as　follows；

4　一　3ai　十　202　一　a3　ur　O．　We　have　a　following　transformation　fermula：

－
ゐ
　
り
紹
　
4

σ
σ
σ

一一一 Wci　十　12

4cg　一一　16coc2　十　18e，　一一　60ci　十　48

16c◎c山砂（一一4c呈十8c1）c塁一128（b2　c舞十

（144co　c？　rr　288eo　ci　十　128co）c2　一

27c全十108c皇一・144（号十64c1十256（名

We　have　the　following　result　：

Theorem　3 Excep重jon　seむf8　a・punαヱむed　cロrve：

　　　　　　　　　　　　52　辱

　　　84　：｛（4，s，　ir　一2s＋4），　s＃6，　sE　C｝

2．4．3　OnS4

　To　a　point

（al，　ff2，　a4）

　　f’　s2
＝　（4，s，　iz　一　2s　＋　4），

we　set　a　polynomial

m（z）　＝　z4　一一　aiz3　＋　a2z2　一　a3z＋　04

where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　4－3ffi十2a2　一一　a3　＝O・

Let　roots　of　this　polynomial　m（z）　be　pa，．　p，　2－pa，　2－pa，　and　（ai，　a2，　a4）　＝　（4，　一一一2（pa2－

2pa　一一　2），　pa4　一　4pa3　十　4pa　），　p　＃　1．　Then　we　consider　that　on　the　excetional　set　S4　，．

quadratic　polynomia｝s
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．2　一　ipa2　＋　gpa

are　doubled．
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　　　　　Spira｝　traveling　wave　solutions

of　some　parabo｝ic　equations　on　annuli

Toshiko　O　GIWARA’ Ken一一lchi　NAKAMuRAt

Josai　University University　of　Eiectro・一Communicatiens

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Abstract

　　This　paper　deals　with　spiral　traveling　wave　solutiolls　of　some　parabolic　equations　on

annuli　related　te　a　model　ef　the　motion　of　screw　dislocatiens．　We　prove　the　existence，

stability　and　uniqueness　of　spiral　traveling　wave　solutions．　Next　we　consider　a　model

equation　for　screw　dislocations　and　study　the　properties　of　spiral　solutions　for　the　equation

of　interface　motion　which　is　formally　derived　in　the　singular　limit　of　the　model　equation．

1 Introduction

　　　In　this　paper　we　shall　inve＄tigate　a　semilinear　parabolic　equation　on　a　two－dimensional

annulus：

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛1才9（u　一一一　e），翻～fb，・（・）

whe・eΩ＝｛¢∈R2　iα＜1水b｝，（・，θ）d・且・t・・th・p・1a・c…dinates・f　x∈St　and　g　is

the　derivative　of　a　multi－we11　potential．

　　　Our　motivation　for　studying　preblem　（1）　originates　from　crystallizatioR　processes　in

material　sciences．　Screw　dislocations　are　observed　on　the　surface　of　actual　crystais　such　as

silicon　carbide，　calcogen，　paraffiB　and　polyethylene　（［19］）．　Frank　［6］，　［3］　originally　proposed

the　foliowing　mechanism　of　the　formation　of　screw　dislocations：　Crystals　generally　contain

lattice　defects．　Once　a　lattice　defect　reaches　the　surface　of　a　crystal，　the　defect　creates　a

mononuclear　layer　（or　a　step）　on　it．　Since　the　velocity　of　progress　of　the　step　is　assumed　to

be　the　same　at　any　point，　the　angular　velocity　near　the　corner　of　the　defect　is　faster　than

that　at　the　edge．　Thus，　the　dislocatien　proceeds　in　a　spiral　shape．

　　　Recently　Kobayashi　［10］　has　proposed　the　following　reaction－diffusion　equation　as　a

model　ef　the　motion　of　screw　dislocations：

reoshiko＠math．jesai．ac．jp

tnakamura＠im．uec．ac．jp

15



15 Procedings　o∫ムrlンノ重99　（2000）

　　　　　　　　　　　　　　　　　儲＋き∫（幽，1：lh　？．o。7　（2）

where　the　parameter　e　〉　O　is　sufliciently　small　and　f（・；e）　is　the　derivative　of　a　multi－we11

potential　for　each　g．　The　unknown　function　u（x，t）　represents　the　normalized　height　of　the

crystal．　Some　numerical　experiments　imply　that　equation　（2）　has　a　rotating　and　growing

．＄elution　with　a　spiral　shape．　The　purpose　of　the　present　paper　is　to　show　the　existence，

uniqueness　aRd　stability　of　such　a　splution，　which　we　call　a　spiral　traveling　wave　solution．

More　precisely，　a　selution　U（x，t）　of　（2）　or　（1）　is　called　a　spiral　traveling　wave　solution　with

growth　speed　w　if　it　is　written　in　the　ferm

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　蕊（xろt）＝（ρ（r，θ一ωの十ωt，　x∈Ω，オ＞0．　　　　　　　　　　（3）

　　Since　the　reaction　term　is　very　｝arge，　equation　（2）　gives　rise　to　＄harp　intemal　layers　（or

interfaces）．　As　we　wM　see　later，　the　motion　of　such　interfaces　is　driven　by　their　curvature．

To　be　more　precise，　each　interface　moves　according　to　the　equation

V＝c一一　rc （4）

in　the　singUlar　1imit　asε→0，　whereγandκde既ote　the　normal　velocity　and　the　curva加re

of　the　interface　respectively，　and　c　is　a　positive　constant　determined　by　the　nonlinearity

f．　Equation　（4）　also　arises　frem　the　kinematic　theory　in　excitable　media　as　Belousov－

Zhabotinskii　reagent．　For　mathematical　re＄ults　in　this　area　we　refer　to　［9］，　［12］　and　refer－

ences　therein．

　　　Our　paper　is　organized　as　follows：　ln　Section　2　we　introduce　basic　notation　and　state　our

main　results　（Theorem　A　一　on　the　existence　一　and　Theorem　B　一一一　en　the　uniqueness　and

the　stability　一）．　We　prove　Theorems　A　and　B　in　SectioR　3．　ln　Section　4　we　present　a　formal

derivation　of　the　equation　of　interface　motion　corresponding　to　equation　（2），　ln　Section　5　we

study　spiral　solutioロs　with　consta戯angular　speed　for　the　interface　equation（Theorem　C）．

In　Appendix　we　reca11　monotonicity　and　convergence　results　in　order－preserving　dynamical

systems　in　the．presence　of　symmetry　ebtained　by　Ogiwara　and　Matano　［16，　Propositions

Bl　and　B2］．　’These　results　play　a　crucial　rele　in　the　proof　of　Theorems　A　and　B．

　　　By　（3）　a　spiral　traveling　wave　solution　U　with　growth　speed　bl　satisfie＄

鷲（x，t＋　To）＝＝をZ：（＝zコ，の十2フr， x　G　st，　t＞　O， （5）

where　To　：　2x／w．　Solutions　with　property　（5）　have　been　studied　for　other　equations

such　as　systems　ef　ordinary　differentiai　equations　（［11］，　［7］，　［2］）　and　parabolic　equations　in

the　whele　space　RN　（［15］）．　The　methods　of　these　literatures　are　based　on　the　theory　of

dyRamical　systems　and　are，　in　essence，　same　as　that　of　P6］．　For　our　problem　（1），　as　we

will　see　in　Lemma　5，　if　a　solution　tt　satisfies　（5）　for　some　To　£hen　it　is　a　spiral　traveling

wave　solution　with　growth　speed　27r／Te．
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　　The　authors　weuld　like　to　express　their　gratitude　to　Professors　Hiroshi　Matano　and

Ryo　Kobayashi　for　valuable　advice　and　helpful　comments．

2　Main　results

　　Throughout　this　paper，　we　assume　that　the　nonlinearity　g（v）　satisfies　the　following：

（Al）　g　is　a　smooth，　27r－periodic　function　on　R；　・

（A2）　g　has　three　zeroes　e　〈　〈　〈　2T　in　the　interval　［O，27r］；

（A3）　f，2Tg（v）dv　〉　o．

Ig　is　known　that，　for　any　uo　G　C（S）’ j，　there　exists　a　＄olution　u（x，t）　of　（1）　with　initial　data

u（・，O）　＝：　uo　（see　（131）．　Here　C（ff）　denotes　Banach　space　of　continuous　functions　on　15

endowed　with　the　norm　llueHc（i）　＝　sup｛luo（x）H　x　G　st｝．　For　ui，　u2　G　C（st）　we　write

　　　　　　　　　　　　Ui　filll　ZC2　if　Ui（X）SI　U2（X），　X　E　st，

　　　　　　　　　　　　zci〈u2　if　zti（x）fS　u2（x）and　ui（x）；z：u2（x），　x　E　st，　（6）

　　　　　　　　　　　　Ui＜＜Zt2　if　Ui（X）〈U2（X），　X　E　st．

Let　｛¢t｝tE｛o，．）　be　the　local　sernifiow　on　C（st）　generated　by　（1）．　ln　other　words，　the　map

ept　on　C（st）　is　defiRed　by

tot（uo）　：u（・，t） for　each　t　E　［O，　oo），

where　u（x，t）　is’　a　solutioR　of　（1）　with　initial　data　u（・，O）　：　uo．　The　strong　ma）cimum

principle（［17］）shows　thatΦt　is　strongly　order－preserving，　that　is，　u1〈u2　impliesΦ毒（ul）《

Φε（tt2）fbr　each　t＞0．　Further　the　standard　parabolic　estimate（［13D　shows　thatΦt　is　a

compact　map　oll　C（st）　for　each　t　〉　O．

Definition　1

A　solution　V（x，　t）　of　（1）　is　called　a　spiraZ　traveling　wave　solution　if　it　is　wrjtten　jn　the　form

万（コじ，の＝9（r，θ一ωオ）十ω君，　x∈Ω，t＞0

for　some　function　p（r，　C）　and　some　consta．nt　w．　We　ca11　the　constant　w　the　growth　speed　of

the　spiral　trave加g　wavθ501ロ亡∫o認．

Re】篇ark　1

αe副あ面（x，t）諜π（r，θ，t）ゴεa8pjr出τave1加g　wave　50加伽ofω，亡he面（¢，君＋γ）18

also　a　spiral　traveling　pvave　solution　for　any　constant　T．　Fbrther，　TZ（r，　e　一　ct，t）　＋　a　is　also

a　spiral　traveling　wave　solution　for　any　constant　a．
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　　It　is　easily　seen　that　if　p（r，　e　一一　cvt）　十　wt　is　a　spira｝　traveling　wave　solution　of　（1）　the，n

g（r，　6）　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－tuqc　＋w＝Ag＋g（g　一一　6）・　（7）

Lemma　2
1f　a　spiral　traveling　wave　solution　for　（1）　exists，　then　its　growth　speed　is　positive．

　　Preof　．Let　p（r，　e　一　wt）　十　wt　be　a　spiral　traveling　wave　solution．　Then　（7）　is　fulfilled．

Mu｝tiplyiRg　both　sides　of　（7）　by　gE　一一　1　and　integrating　over　st，　we　have

一一

浴@fst（gc　一一一　1）2　dx ＝　f．｛Aq・（pc－1）＋g（v一一C）・（gc一一1）｝dx

一与fe2π　9（繭

and　hence

w　　＝

（b2　一一一　a2）　f，2rr　g（v）　dv

2fst（gE－1）2dx　’

This　proves　the　lemma．　g
Definitioll　3

A　spiral　traveling　wave　solution　tt　of　（1］　is　called　stable　if　for　any　e　〉　O　there　exists　some

δ＞Osuch亡ha亡

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll・t・・（・，t）一［［（・，t）ll。σ）＜・，亡＞o

h・1d・f・・磁y・・1・亡ゴ伽・f（エ♪繭仙gi｝u（・0）一U（・0）｝i・（ff）〈δ・

　　　Cencerning　the　existence，　stability　and　uniquenes＄　of　spiral　traveling　wave　solutions，

we　obtain　the　following：

Theorem　A
For　any　b　〉　a　〉　O，　（Z）　possesses　a　spiral　traveling　wave　solution．

Theorem　B
（i）　Asl）iral　travelbユg　wave　solu古fon’葱of（1，）is　sむable　and　is　monotoJユeま刀Lcreasing　ilユ亡，亡1ユa亡

　　　fs画（x，t）＞Ofbr｛辺¢∈Ω，オ＞0．　F臨her　j亡」8　uniqueロP右。亡r磁sla亡fon亡。亡血e

　　　t－direction，　narne！y，　if　u　is　a　spiral　traveling　wave　sojution　of　（1）　then　there　exists　some

　　　Te　G　R　such　that　u（・，t）　x　Wu（一，t十　To）　for　t＞　O．

（ii）　　王了ヒ）】r　εしz～y　301U乏；ion　Zδ　（）f　（eユ♪，　th　erθ　e）cjsts　som　e　7・七）　5U（：1ユ　tiユaむ

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，ttm．　llGbt（・，t）一U（・，t＋T，）ll．（ff）　：O．　（8）
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Remark　2
n。m　Th，。rem　B，　weεee亡hat　a、P」，a1亡，av，1加g　wave　S・1。む∫。詑・fω」8　S亡ab1・w勲

asymp亡。むfc　phase，　n．arnely，鉱is　s亡able　and，　f（）τaηy　8◎lution　u　of（エ）　with　initiai　daむa

suEEciently　close　to　U，亡here　exまε亡s　some　To　such　tha亡‘8♪holds．

3　Proof　of　Theorems　A　and　B

　　In　this　section，　we　prove　Theorems　A　and　B．　ln　what　follows：む∈Ωwill　be　often

idenもified　with（r，θ），　the　polar　coordinates　of　x．

Lemma　4
L伽（x，のbe・a・solution　of（1）with・initial・da伽（㍉0）≡…0．　Then・there・exists・some　constanむ

M＞Osuchむha右

　　　　　　　　　　　　　　　　ma）こ｛v（x，のlx∈Ω｝一min｛v（z，のlx∈Ω｝＜M

fbr　a　11　t＞0．

　　　Proof　Differentiating（1）byθ，　we　see　that　the　functiQnω（：v，亡）＝vθ（：z，亡）一1satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωめ：＝△ω十9’（v一θ）ω，　　x∈Ω，オ＞0，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（9）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ωr＝謬0，　　　　　　　　　¢∈∂Ω，オ＞0．

Sinceω（・，0）＝一1＜0，　from　the　strong　ma）dmum　principle　it　follow＄thatω（・，のく0，

纂amely

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Ve（”t）＜1，　t＞0．

Hence，　using　the　fact　that　v（r，0，の雛v（r，27r，の，　we　have

　　　　　　　　　θ一27τ＜2ノ（r，θ，t）一rレ（r，0，t）＜θ，　　　　α≦r≦～》，0≦θ≦27r，オ＞0．

Thus

　　　　　　1ノ（r，θ，孟）一v（α，θ，の一27r＜v（r，0，の一v（α，0，の＜v（r，θ，t）一v（α，θ，の十2π　　　（10）

holds　fbrα≦r≦b，0≦θ≦2π，　t＞0．　NQw　fix　to＞Oarbitrarily　and　take　a，　smaU

constantδ＞Osuch　that＠θ一δvt）（・，to）く1and＠θ十δvt）（・，to）＜1．　Since　rひθ士δvt－1

are　also　solutions◎f（9），　in　the　same　way　as　above　we　get（りθ士δvt）（・，オ）＜1for　t＞to．

Thユs　implies，　fbrオ＞te，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　一≒vθ＜・・＜≒vθ・　　　（・1）

Multiplying　each　side　of（11）by　r∈（α，　b）and　integrating　by　e　from　O　to　2π，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2葦うくf。㌦θ＜2［tpb・
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Since　v　satisfies　（1）　for　t　〉　to，　integration　by　parts　yields

一2πう・
C”（・Vr脚7・b・

with　C　＝　（1／6）　＋　llfllc（fi）．　lntegrating　each　side　by　r，　dividiRg　by　r　and　integrating　again，

we　get
　　　　　　　　　　2πδ（b　一一　aa’）2σイπ｛・（r，・e，亡）一・（α岬θ＜2πわ（？’）2α

These　inequalities　and　（10）　yield　．

　　　　　　　　　　　一．．k（b－a）2σ一2π＜v（。，。，t）一v（α，。，t）くb（う『・）2σ＋2π．

　　　　　　　　　　　　　　　　a　’　　　’　　　”　　　　　　　a

Therefore，　again　by　（10），　we　obtain

　　　　　　　　　　　　一一　ua（b　一　“）2c　．　4，，　〈　．（．，e，t）　．一　v（a，o，t）　〈　g！（lg．．　i－2］Eb　一　a）2c　＋　47r．

　　　　　　　　　　　　　　　　a　’　　　’　　　　”　　　　　　　a

Combining　these　inequalities　and　the　fact　that　the　set　｛v（・，t）　1　O　〈一in　t　〈．一　te｝　is　a　compact

subset　of　C（st），　we　obtain　the　conclusion．　g

Lemma　5
Let　g（x）　e　C（S＝i）　satisfy　g＋27r　：¢T，（g）　for　some　Te　〉　O．　17hen　g（r，　e　一一一　wt）　＋　wt　is　a

solution　ofぐユ♪，　wrh　ereω＝鵠27r／To．

　　　We　postpone　the　proof　of　Lemma　5　until　the　end　of　this　section．

　　　Preof　ef　Theorem　A　Denote　by　v（x，t）　a　solution　of　（1）　with　initial　data　v（・，O）　＝一　O，

in　other　words　v（・，t）　：　¢t（O），　First　we　show　that　the　orbit　｛v（・，t）　l　t　〉一　O｝　is　not　bounded

in　C（st）．　Assuming　that　｛v（・，t）　l　t　）　O｝　is　bounded　in　C（st），　we　will　lead　a　contradiction．

In　this　case，　since　a　map　¢t　on　C（st）　is　compact．for　each　t　〉　O，　the　omega－limit　set　of　O

defined　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　W（o）　＝　A　tw．（・，s）　l　s　〉　t｝　c　c（ff）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t＞e

i＄　not　empty．　As　is　weli－known，　W（O）　is　compact　and　¢t－invariant　for　each　t　〉　O，　namely

¢tl？V（O）　＝　W（O）　（see　for’exaJrtple　［8］）．　Put

　　　　　　　　　　　　　　　ao　＝　inf｛a　〉　O　l　wi　S　gaw2　for　any　wi，w2　E　VV（O）｝，

where　gaw（x）　＝　gaw（r，　e）　＝　w（r，　e　一　a）　＋　a　for　w（x）　E　C（st）．　Note　that　the　map　g．　on

C（st）　is　commuta，tive　with　¢t，　namely，　ga　o　¢t　＝　ept　o　gct．

　　　Clearly　wi　S　gct，　w2　holds　for　any　wi，w2　E　W（O）．　We　show　that　ao　：e．　Assume　that

ao　〉　O．　lf　wi　〈　ga，　w2　for　any　wi，w2　G　W（O）　then　wi　＜＜　gcr，2v2　for　any　wi，w2　G　YV（O），

since　W（O）　is　¢t－invariant　amd　since　¢t　is　strong　erder－preserving　for　any　t　〉　O．　ln　this　case，

compactness　of　W（O）　implies　that　if　we　choose　6　〉　O　sufficiently　small　then　wi　〈　gct，一6w2

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　駈雫
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for　any　wi，w2　E　W（O），　which　contradicts　the　definition　of　cto．　Thus　there　exist　some　two

elements　wi，w2　E　W（O）　such　that　wi　：gct，　w2．　Then　it　holds　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　wSwi　fora11wEW（O）　and　w2〈wi．　（12）

Since　the　latter　inequality　implies　¢t（w2）　＜＜　¢t（wD　for　any　t　〉　O，　by　the　definit1on　of

W（O）　there　exist　large　ti，　t2　〉　e　satisfying

Φ毒、（o）《Φゑ、（o）．

Therefore，　if　we　choose　e　〉　O　sufficiently　small　then

¢ti　（O）　＜＜　g－e¢t2（O），

and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢ti一＋一s（O）　＜＜　9一一一e〈Pt2＋s（O）

for　s　〉　O．　Take　a　sequence　｛sj・｝3・　such　that　¢t，＋，i（O）　一　wi　as　」　一eF　oo．　Replacing

｛dit，＋sj（O）｝g・　by　its　subsequence　if　necessary，　we　see　that　｛¢t，＋si（O）｝3・　also　converges　to

some　w3　E　W（O）．　Then　wi　S　g一一，w3　holds．　This　and　the　former　statement　of　（12）　imply

w3　S　g－ew3　and　we　are　lead　to　a　contradiction．　Thus　we　obtain　ae　＝　O，　from　which　for

any　wi，　w2　G　W（O）　it　follows　that　wi　S　w2　and　wi　）　w2，　that　is，　wi　＝　w2．　Hence　W（O）　is

a　singleton．　As　is　easily　seeR，　if　an　omega－limit　set　is　a　singleton3　then　it　consists　of　some

equMbrium　solution．　This　means　that　（1）　possesses　a　＄piral　traveling　wave　solution　with

growth　speed　O，　which　contradicts　Lemma　2．

　　　Thus　we　see　that　the　orbit　｛v（・，t）lt　）　O｝　is　not　bounded．　Hence　there　exists　some

sequence　｛t」t｝」・　such　that　llv（・，t，・）llc（ff）　一　oe　as　」　一　oo．　We　discuss　only　the　case　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　max｛v（x，t，・）lxEst｝一〇〇，　1’一一一＞oo　（13）

and　prove　the　existence　of　a　spiral　traveling　wave　solution　with　positive　speed．　The　case

where　min｛v（x，t3・）lx　E　st｝　一　一一一〇〇　can　be　treated　simllarly．　ln　the　latter　case　there　exists

a　spiral　traveling　wave　solution　with　negative　growth　speed，　which　contradicts　Lemma　2．

　　　We　show　that　there　exists　some　To　〉　O　such　that　q　十　2T　＝　¢T，（g）　for　some　functiort

g（x）　G　C（st）．　Then，　by　Lemma　5，　we　see　that　（1）　possesses　a　spiral　traveling　wave　solution

with　growth　speed　27r／To．　As　in　Lemma　4，　there　exists　some　constant　M　〉　O　such　that

　　　　　　　　　　　　　max｛v（x，t）lxE　st｝　一一一　min｛v（x，t）lx　ff　st｝　〈　M，　t＞　O．　（14）

We　take　n（］’）　E　N　so　that　the　function　v」　defined　by　v」・（x）　＝　v（x，t」・）　一一一　2Tn（1’）　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1ノゴ（x）∈［0，M十27r】，　　x∈Ω・

Fix　＄　〉　O　arbitrarily．　Then，　replacing　｛¢，（vD｝3・　by　its　subsequence，　we　see　that　｛ajs（v3’）｝」’

converges　to　some　g　E　C（st）．
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　　Nete　that　（13）　and　（14）　imply　27r　〈　v（・，T）　for　some　T　〉　O．　Therefore　¢，＋t（2T）　〈

lp，＋t＋T（O）　holds　for　all　t　〉　O．　Putting　t　＝　tj　we　have　tij　s＋t，（O）　十　2r　〈　¢s＋t，＋T（O）　and

hen．ce　Φs→一ち（◎）　一2πη〈ゴ）→一27r　〈　Φs＋，ti÷．T（0）　一27rη，（ゴ）　＝＝　ΦT（Φ3＋ち（0）一27rn（ゴ）），　since

¢t（ue）　十27rm　＝　ept（ue　十27rm）　holds　for　any　t　〉　O，　m　E　N　and　uo　G　C（st）．　Letting　7’　一　oo，

we　get　g＋27r　S　¢T（q）．　Now　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　To　＝＝　inf｛t　〉一　O　i　g十　27v　S　ept（g）｝・

Clearly　O　〈7も　≦Tand（ρ十27r≦　ΦT｛》（ψ）。　SupPose　that｛P＋2π　〈　Φ7も（（ρ）・　Then，　for

any　6　〉　e，　¢6（p　十　2r）　：　¢6（p）　十　2x　＜＜　¢T，＋6（g）．　Flirom　this，　for　a　sufficiently　large　e’o，　it

follows　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　¢6＋s（Vjo）　十　27r　＜＜　〈1＞To＋6＋s（Vj’o）・

Therefore，　there　exists　some　e　e　（O，Te）　such　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈1＞6＋s（vi’o）　十　2x　＜＜　〈1＞To一一e＋6＋s（VJ’o），

and　hence

　　　　　　　　　　　　　　　〈1＞6＋s＋t（vj’o）十27r　＜＜　〈P　To一一e＋6＋s＋t（V3’o），　t＞　O・

AddiRg　27rn（3’o）　一　2Tn（7’）　to　both　＄ides　and　putting　t　＝　tjt　一一　t7・，　一一　6，　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　〈1＞s（vd）　十　27r　＜＜　〈P　To－e（〈P　s（VJ’））・

Hence　letting　g’　一一〉　oo　implies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（，o　十　2T　f｛　Q　To－e（〈P），

which　contradicts　the　definition　of　To．　Therefore　g　十　2r　＝　¢T，（g）　holds　and’the　proof　is

Lemma　6
Le亡Ul，u2　∈i（フ（Ω）　satisfy　u1十27r＝＝ep　Ti（u1）　and　u2十27r＝＝〈P　T2（u2）　五つrεome　Tl，T2　＞0．

Then　Ti　＝　T2・

　　　Proef　Suppose　that　the　cenclusion　of　the　lemma　does　not　hold．　Without　loss　of

geRerality，　we　may　assume　that　Ti　〈　T2．　Take　no　E　N　satisfying　u　i　一　2no7r　S　u2．

ThenΦ・乃（u・）一2π・π≦吻＋2nπ・f・・al｝・n∈：N，　and　henceΦ。（T、一T、）（u・）一2π・π≦u2・

Thi・c・nt・adi・t・ll軌丁・＋・。（酬σ（5）＝　IIΦ・n（の＋21・rlic（ff）→・・as　n→。・，　wh…

n（7》一処）：　tn：τ㌦十Sn　with　ln∈N，8鶏∈〔0，処）．　　　　　　　　　　　　　　　　　露

　　Proof　of　Theorem　B　（i）　First，　by　applying　Proposition　B　l　in　［16］　（which　will　be

mentioned　in　Appendix　of　the　present　paper），　we　prove　the　uniqueness　and　monotonicity

of　a　spiral　traveling　wave　solution．　Set　an　ordered　metric　space　X　＝　C（st）　with　order

relation　induced　by　（6）　and　put

　　　　　　　　　　Xi　：Y　：｛ue　E　C（S一））luo　＋2T　＝　epT（uo）　for　some　T　〉　O｝．
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Clearly　each　spirai　traveling　wave　solution　tt　of　（1）　satisfies　V（・，O）　G　Y．　By　Lemma　6

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1Y　：｛uo　E　C（st）lue十27r　＝　〈PT，（uo）｝

holds　for　some　To　〉　O．　The　semifiow　｛ept｝tE［o，．）　generated　by　（1）　can　be　defined　on　Y　for

all　t　e　R．　Thus　｛¢t｝te［o，．）　is　extended　to　a　one－parameter　group　acting　on　Y．　Denote

this　greup　by　G．　Then　condition　（G2）　in　Appendix　is　satisfied．　YNurther　（Gl）　is　fulfilled．

Indeed　the　map　¢t　on　Y　is　a［lso　order一一preserving　for　t　〈　O，　Fix　a　spiral　traveling　wave

selution　n　arbitrarily．　Then　a　pair　Y　and　95　＝　V（・，O）　satisfies　（Hl）　and　（H2）．　｝FXirther　（H3）

holds　since　by　the　stroRg　ma　ximum　principle　cb　〈　hip　implies　th　＜＜　hip　for　any　th　E　Y，

h　e　G．　Applying　Propo＄ition　B　l　in　［16］，　we　see　that　Y　＝　Gip　and　that　Y　is　homeomorphic

amd　order－isoniorphic　to　R．　By　Y　＝　Gif　we　obtain　the　uniqueness　of　a　spiral　traveling

wave　solution　up　to　translation　to　the　t－direction．　Moreover　Lemma　2　and　monotonicity

ofγ二Gif　yieldもhat　Ut（コ。，t）≧0顔d　at（コ。，オ）≠Ofbrコじ∈Ω，亡＞0．　There£ore，　fr◎m　the

strong　maximum　principle　it　follows　that　fft（x，t）　〉　O　for　x　E　st，　t　〉　O，

　　　Next　we　show　that　a　spiral　traveling　wave　solution　U　is　stable．　By　the　positivity　ef　ift　if

ti　〈　t2　then　V（・，tD　＜＜　if（・，t2）．　Further　by　the　maximum　principle　we　have，　for　any　60　〉　O，

　　　　g（・，一60）Su（・，O）SI（・，50）　implies　U（・，t一一6e）Su（・，t）Sit（・，t十60），　t＞O．

［lrhis　proves　the　stability　of　a　spiral　traveling　wave　solutien．　lndeed，　for　any　e　〉　O，　take　a

｛So　〉　O　satisfying　ll　［Z（・，　60）　一　V（・，　一一一60）llc（fi）　〈　E　and　set

　　　　　　6　＝　min｛V（x，6g）　一　it（x，O）　l　x　E　st｝　＝　min｛a（x，O）　一　if（x，　一一60）lx　E　st｝　〉　O．

Th・聡諏a捻y・・1uti・照・f（1）・ati・fying　llu（・，0）一π（・0川σ（蔦）＜δ，　w・hav・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tt（・，　一一60）　〈　u（・，O）　〈　U（・，　6e）．

Therefore，　from　the　inequalities

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　葱（・，t　一一　60），＜u（・，冶）＜　Zil（・，亡十δo），

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　五（。，カーδo）　くモZ（・，オ）　＜冠（・，オ十δo）

it　follows　that

llU（”t）一V（・オ）ile（5）＜1悔（・t＋δ・）一U（・，卜δ・川。（ff）＝ll・iz（・δ・）一tt（・，一δ・）ll。⑨＜・

for｛贈＞0．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　量

　　Proof　of　Theerem　B　（ii）　As　we　have　shown　above，　（1）　possesses　a　unique　（up　to

translation　to　the　t－direction）　spiral　traveling　wave　solution　if．　We　denote　by　w　the　growth

speed　of　V．

　　Define　a　map　F　on　X　＝　e（st）　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　F（uo）（r，　e）　：¢T，（ue）（r，　e）　一一　27r，
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where　To　：27T／w．　Then，　ip　＝　n（・，O）　is　a　fixed　point　of　1？　and　further　if　一一　2mT，　if　十　2mrr

are　aiso　fixed　points　for　all　m　G　．N．　For　any　uo　e　X　a　sequence　｛F”（uo）｝n　is　bounded　in

X，　since　ip　一　2m7r　S　uo　S　ip　十2m7r　implies　V　一一一　2m7r　S　F”（uo）　S　ip　十　2mrfor　m，n　E　N，

Hence　the　set　K（ue）　＝　A　Zlti5ff（EiE15’一rffm（uo）lm　〉　n｝　c　x　is．not　empty．　set

　　　　　　　　　　　　　　　　　　nEN

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　Y　＝　｛K（ue）lue　G　X｝

and　an　acting　group　G　being　as　in　the　proof　ef　Theorem　B　（i）．　Clearly　（Gl）　and　（G2）

in　Appendix　are　fulfilled．　A　Pair　Y　and　｛ip｝　satisfies　（H4）　and　（H5）．　Further　the　strong

maximum　principle　verifies　（H6）．　Hence　applying　Proposition　B2　iR　［16］　（which　will　be

mentioned　in　Appendix　of　the　pTesent　paper），　we　see　that　for　any　uo　E　C（S’））　there　exists

some　To　satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．ILIii／）［s　llFnuo　’v　V（’，Tq）lic（ff）　＝　O．

By　the　definitioft　of　F　we　Qbtain　the　cenclusion．　g

　　　Proof　of　Lemma　5　As　we　have　shown　in　the　proof　of　Theorem　B　（i），　a　function

satisfying

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　w（x）十2T＝¢T，（w）（x），　xGst　（15）

is　unique　up　to　action　ef　one－parameter　group　｛¢t｝tGR．　Since　p（r，　e　一一一　（2r／m））　十　（27r／m）

also　satisfies　（15）　for　any　m　E　N，　there　exists　some　s　G　R　such　that

　　　　　　　　　　　g（r，e－3i’t）＋3i’t：¢s（p）（T，e），　asrsb，eses2r．

It　follows　from　this　that

g（．，e一．．liL；’3Z！2’r）＋2．；’i？Z£27r．¢，（〈p，（g））（r，e）＝〈p2，（｛p）（r，e），　af｛r：sb，of｛0：E｛2T・

R£peating　this　calculatioR，　we　obtain　¢．，（g）　：　p　十　27r．　lf　ms　FE　Te　then　｛¢t（p）　I　t　）

ITG　一　msl｝　is　a　periodic　orbit’with　period　ITo　一一一　msi，　which　contradicts

　　　　　　　　　　　　　　　iiΦ渦（9川σ（fi）：ll・・P＋27rnllc（石）→・。，　n→・。・

Hence　we　get　ms　＝　To，　namely　s　＝　To／m．　Thus　we　have｛　for　any　k　E　N，

　　　　　　　　｛1）（　　　　　k－27rr，e－　　　　　　m）＋築Φ響（9）（ちθ），α≦・≦う，・≦θ≦2π

and　further，　for　any　rational　number　p　〉　O，

　　　　　　　　　　go（r，e－2mp）十2mp＝¢，T，（g）（r，e），　af｛rf｛b，Ofslef｛127r．

Since　the　＄et　of　positive　rational　numbers　is・　dense　in　（e，oo），　if　we　set　w　一一一　2T／To　then

　　　　　　　　　　　　p（r，e－wt）＋wt一一ept（p）（r，e），　aSrSb，OSeS27r

holds　for　any　t＞　O．　The　proof　is　completed．　g

’



Josai　Mathematicat　Monopraphs　VoL　2　（2000） 25

，｛k

We　assume　that　f（v；e）

potential　VV（v；e）

precisely，　we　assume　that　f（v；6）　satisfies　th

（Fl）

（F2）∫（・；S）has・exa・tly　th・e・・e・Qe・0＜＜（・）＜2漁［0，2π｝f・・eachε≧0，

（F3）　2ii／i（o；e）　〈　o　for　each　e　2ii　o，

（F4）f。2πノ（v；・）d・・一・・∬π霧（融〉・・

By　Theerems　A　and　B，　under　the　conditions　（Fl）一〈F4），　there　exists　a　unique　spirakraveling

wave　solution　for　each　e　〉　O．　Roughly　speaking，　condition　（F4）　means　that　the　difference

of　well－depth　W（27r；e）　一一一　W（O；e）　is　negative　and　that　VV（2T；e）　一一一　VY（O；e）　：O（e）　as　e　一　O，

It　follows　from　（Fl）一（F4）　that　there　exists　a　unique　solution　（th，（z），c（e））　of

　　　　　　　　　　　　　　　　｛摘臨1潔，ψ（zG　R，，　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（16＋oo）　＝e，）

for　each　e　〉一．．　O　（［5］）．　Note　that　c（e）　〉　O　for　e　〉　O　and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　2”　2t：ll（．；o）dv　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　－fo

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　噛。（ε）一fR｛ψ6（の｝・d・．　　（17）

A　formal　derivation　of　the　interface　equation

1n　this　section，　we　consider　equation　（2）：

’｛　　　　　　　　1uドム％＋夢∫（レθ；・Ur瓢0，）・麗1露fα

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　一SlstlI（v；e）　is　a　smooth　function　derived　from　a　multi－well

　　　　　　　　　　　　whose　local　minima　lie　at　v　＝　2m7r　（m　G　Z）　for　all　e　）　O．　’More

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　e　following　conditions：

　　f（v；e）　is　27r－periodic　in　v　for　each　e　〉一　O，

　　Let　ue　be　a　＄olution　of　（2）．　Since　the　reaction　term　is　very　large　and　the　potential　W　is

multi－weli　type，　uS　approaches　e十2m7r　for　some　m　G　Z　if　e旧く（e）　十2（m　一　1）r　〈　ue（x，O）　〈

e十く（e）十2m7r．　Accordingly，　a　sharp　interface　appears　between　the　regions　｛uE　s　e十2m7r｝

and　｛ue　sv　e十　2（m　十　1）T｝　for　each　m　E　Z．　By　virtue　of　（Fl），　ue（x，t）　＝　ue’（r，　e，t）　cari　be

extended　to　a　functien　（alse　denoted　by　ue）　defined　for　ail　e　G　R　satisfying　the　following

equatieR：

儲漁需訴θ；ε），1溜×…
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　　We　fix　T＞0εmd　de且τ1e

　　　　　　　　　　　　み　　　　　　　　　　　　rl’鵬＝｛（ちθ）∈（α，b）×Rluε（r，θ，の＝θ十ζ（ε）十2飢π｝

£or亡ξi　lO，Tl．　Since鶏εis　27r－peri◎dic　inθ，　we　have　fl’肌篇σ＿2m　rr　ffl’o　whereσ3　is　the

tra蕊slati◎nσ、：（r，θ）→（T，θ十8）．・Fbr　silnplici七y，　we・assumeもhaも∬1’◎is　a　s孤06もh　embedded

curve　in（α，　b）×Rwith　two　b◎脇dary　points　o油oth｛α｝×Ra蕊d｛6｝×R　f（）r　ea（畑∈〔0，T］．

It£0110ws　from　the　homogeneous　Neumamn　boundary　conditions　that　the　closure　of　rl’◎

intersects　with　the　lines　r＝αandア＝δperpendicuIarly　at　the　boundary　points．　We

denote　by万野the　d◎main　in（α，　b）×Rbetween　the　tw◎curves∬1’m　and∬！’m－1．　Leも

nbe　the　covering　map丘om（α，b）×RtoΩde且ned　by　D：（r，θ）＝（r　cos　e，r　sin　e）．　We

tak・an・ighb・・h・・轟・f　「1・o　in（α，δ）×R・・that　th・m・p潤痘、　i・injecti…W・　put

　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　リ　　ロ　　　　　　　　　ぼ

ハrt：＝H（Nt），　Dぎ＝＝H（2つZ∩Nの（ゴニ0，1）and

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　N　＝＝u（ハrt×｛t｝）・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　t∈【◎，T｝

in　whaもfb11◎ws　we　writeθ瓢θ（x）fbr　x∈ハ「t　if¢＝1［（r，θ）．

　　We　caユ1　the　se七

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　re　・u（r2×｛t｝）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　tEI◎，T〕

the　iaterface，　where

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　rs・＝｛n（・，θ）∈Ω1（・，θ）♂1，◎｝．

W¢als◎caU　rぎthe　interface　at　time　t．　We　remark’that　if　x∈r言then　ue（x，t）　＝e（x）十ζ（ε）

and　that　r望perpendicularly　intersects　with∂Ω．

　　　Leも（tε（x，t）be　the　sigRed　distance　functionも。　rεdefined　in　N　by

　　　　　　　　　　　　　　　　　　姻一｛望麟〉，髭1£1：

where　disも（x，r落）is　the　dista捻ce丘om　x∈瓦tc　the　curve　r歪in　R2．　We　remark　that

dε（¢，オ）＝：　O　if　x∈rl　and　i▽dε1　＝　1．　We脇sume　that　4εhas　the　expanslon

　　　　　　　　　　　　　　　　　d‘（x，t）二両（切＋εd・（x，の＋ε2d・，（x，の＋…

aad　define

rt

Ω雲

Sii

　r

Qe　：

Q1二

｛x　G　Art　l　cle（x，t）　：O｝，

｛x∈ハ㌃1（Z◎（x，の＞0｝，

｛x　E　IVIt　l　clo（x，t）　〈　O｝，

U　（r，．×｛t｝），

tEtO，T］

U　（st？×｛，｝），

te　［e，T］

U　（s｝1×｛t｝），

tff［O，T］
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Roughly　speaking，　Tt　represents　the　position　of　the　interface　at　time　t　in　the　limit　as

e　一　O，　while　do　represents　the　signed　distance　function　to　r，　1n　what　follows　we　derive　the

equation　of　motion　of　the　interface　rt　by　using　matched　asymptotic　expansions．　See　［1］，

［4］，　［14］　and　［18］　for　details．

　　　We　assume　that　the　solution　ue　has　the　expansions

　　　　　　　　　　　　　　　　　ue（x，t）　＝＝　uo（x，t）　＋eui（x，t）　＋e2u2（x，t）　＋…　（18）

away　from　re　（the　outer　expaRsion）　and

　　　　　　　　　　　　　　鴛ε（x，t）瓢ひ0（ξ，＄，オ）＋εσ1（ξ，コじ，オ）＋ε2ひ2（ξ，コε，亡）＋…　　　　　　　　　（19）

near　re　（the　lnner　expansion），　where　C　’一　de（x，t）／e．　To　make　these　expansions　consistent，

we　require　the　matching　conditiens

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　綴翻：翻髭：雛1　　（2・）

for　all　（x，　t）　G　N　and　k　k　O，　where　u」k’　（」’　一一一　O，1）　denote　the　terms　of　the　outer　expan＄ion

（18）　in　the　region　（？」　（7’　一一一：　O，1）．　Since　ue（x，t）　：　e（x）　十　〈（e）　on　F，　we　also　require　the

n◎rm田izati◎n　condltionsび。（0，¢，の＝θ（コじ）十く。，σk　（O，コじ，の二Ck（k≧1），　whereくゴderlote

the　terms　ef　the　expansion　〈（e）　：　〈e　十　e“　十　62〈2　十　…　．

　　　Substiもuting　the　outer　expaasioR（18）into（2）and　the　collecting　theビ2　andビ1　terms

respectively，　we　have

　　　　　　　　　　　　　f（uo（x，t）　一一一　e（x）iO）　＝　O，

　　　　　　　　　　　　　　霧（姻一θ（x）；・）u・（x，t）＋霧（咽一θ（x）；・）一・，

in　Qo　U　Qi．　The　first　equation　implies　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ψ，の＝儲偏ll：

Hence　from　the　second　equation，　we　get　ui（x，t）　：O　in　Qo　U　q　i．

　　　Next，　substituting　the　inner　expansion（19）int◎（2）and　the　coUecもing　theε一2　andビ1

terms，　we　have

　　　　　　　　　　　　　Uoec十f（Ue一一e（x）；O）　　＝　　O，　・　（21）
　　　　　　　　　Uice＋13i／i（Ue一一e（x）；O）Ui＝＝Uoc（dot一一Aclo）一2V（Uoc）・Vdo　（22）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　’一　［liti（Uo　一　e（x）；o）．

In　both　equations　we　regard　x　aRd　t　as　parameters．　lnyrom　（21）　together　with　the　matching

conditions　and　the　normalization　conditions，　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　乙を）（ξ，x，の＝ψo（ξ）＋θ（x）　　　　　　　　　　　　　　　　　　（23）
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where　¢o　is　the　unique　selution　to　（16）　for　e　＝　O．

　　Substituting　（23）　into　（22）　emd　recalling　the　normalization　conditions，　we　get

　　　　　　　　　　　　び・ξξ＋霧（ψ・（ξ）炸（de・　一一△砺）ψ6（ξ）蕩（ψ・（ξ）；・），　（24）　　　　　　　　　｛

　　　　　　　　　　　　ひ1（0，x，の＝ζ1．

By　Lemma　4．1　in　［ll，　（24）　has　a　bounded　solution　if　and　only　if

　　　　　　　　　　　　　（dot　一　Acto）　f．｛ip6　（c）｝2cLc　一　f．　gI／　（tho　（c）io）th6（c）dc　＝　o．　（2s）

Uhder　the　solvability　condition　（25），　the　so｝ution　Ui　of　（24）　ineidentally　satisfies　the　match－

ing　conditions　（20），　siRce　the　yight－hand　side　of　the　first　equation　of　（24）　tends　to　e　expo－

nentially　asξ→土Oo．　By（25），　we　get

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dot　：Ado　一一　c，　（26）

where　c　is　the　positive　constant　defined　in　（17）．　lt　is　known　that　一dot　＝　V　and　Ade　＝　K，

where　V　and　K　are　the　nermal　velocity　aRd　the　curvature　of　the　interface　rt，　respectively．

Thus（26）is　equivalent　to（4）：　・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　V　＝c一一K　en　rt．

MoreQver　rt　i就ersects　with∂Ωperpendicularly．

5　Existence　of　a　spiral　for　the　interface　equation

　　In　this　section　we　consider　the　interface　equation　，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　撫鵡。：lla∩f；，　　（27）

where　n　一一一”一　n（x，　t）　and　y（x）　is　the　outward　unit　norxnal　at　each　point　of　rt　aRd　Ost，

respectively．　We　seek　for　a　solution　of　（27）　which　is　written　in　the　form

　　　　　　　　　　　r（t）篇｛（rc・s（θω＋ωの，アsi瓜（θω＋ωのiα≦r≦δ，亡≧O｝

for　seme　function　e（r）　and　some　constant　w，　We　call　such　r（t）　a　spiral　with　angular　speed

w．　One　caR　easily　see　that　r（t）　is　a　solntion　of　（27）　if　and　only　if　q（r）　＝　re’（r）　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛発翻r＞仏

wh・・eん（・，9；ω）一（1＋92）（一・～π可÷ω・）・

Theerem　C
Fix　a　〉　O　arbitrarily．
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（i）R）ranyわ〉α，右here　exfs右5　a　sρiral　wj右h　aηgular　speedω（b）＞0．1：n　addi右ion，右he　spiral

　　∫su：nique　up施ro亡a右めn．

（ii）　　Tlコ【e　翻【ユgulat喝　5p　eed　ω（～〉）　　js　s亡τゴ。右1y　mo1ユ。亡（）エ＝ie　 （＝leci●easixユ9　』「11　～〉　乏ヨLτ1（i　tlユe1嶋e　 exis亡8　ω◎Q　　＞　　O

　　su　ch　that　limω（b）＝ω◎◎．

　　　　　　　　　　わ→◎◎

（iii）ln右11e　caεe　whereΩ＝｛¢∈Rilxl＞α｝，　th　ere　exfs右εaspfral　with　spee（iωOQ　such

　　亡hat　li皿θ’（。）＝一流．

　　　　　　r→◎◎　　　　　　　　　　　　　　　　　　C

Remark　3
ユ’he　statement（iti）of　Theorem　C　s1ユows右1ユa亡右he　shal）e　of亡1ユeεpfral　fbrぐ27♪looks　li1くe

ArChimedean　spiral　as　r→○O　in　the　case　where　b　＝＋。。．

　　In　wha尤fbllows　we　denote　by　g（r　Iω）the　solution　of　the　initial　value　problem

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ロ
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛鵜9；ω）　　　（28）

a蕊dlet（α，．Rc‘，）be　the　maximal　interva｝of　the　existence　of　g（r；ω）．

Lemma　7　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．’

（i）　　11『ω1　　＜　ω2　　む1ユen　g・（T　；ω1）　＜　（～（7吻　；ω2）　f～）r　α　く　7辱　＜　min｛“～ヒ｛〃1，21　Z，，，2｝．

（ii）　　1！『ω　 ＞　 c／α　　右hen　 ＆ノ　＝＝＝　十◎O　　an（1　〈～（79　；ω）　＞　 0
　
1『～つ1－　7◎　〉　α．

（iii）．Rωis　nondθcreasing　in　w∈R．

（iv）if　Wn　COnvergeS　tO　wO　then　｝im　inf　Rwn≧．1　Z，，，。．添加additiOn，ω冗≦ωO　fbr　la㎎・eη，　then

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　π→◎◎
　　　1im　1も騰＝．Rω。・
　　　π→・◎◎

　　　Proof（i）The　statemeRt　immediately　f6110ws　from　the　fact　thatん（r，　G；ω）三s　strictly

increasing　inωfor　r＞囁α．

（ii）丘ω＞c／αthenん（r，0；ω）＝一。十ωr＞Ofbr　r＞α．　Therefore　g（r；ω）＞Ofor

α＜r＜Rω．　Sinceん（r，G；ω）＜Oif　q≧ωτ2，　we　ha，ve　O＜g（r；ω）≦ωr2　for　any

r∈（α，Rc‘2）．　This　implies　Eω山留〇G．

（iii）lf　Rw＜＋。。もhe鍛慨9（「；ω）＝一。。，　sinceん（W！＜Ofo「g≧騨｛ω「2，0｝・

Therefore　by　virtue　of（玉），　Rωis　nondecreasing　1nω．

（iv）Put　pπ（T）＝：9（ア；ωn）一q（r；ωo）．　Then　Pn　satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　吻π　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　｛
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　：　Hn（r，　P。），　r＞α，
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　dr　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　（29）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　P。（α）＝0，

wh・・e・H。（r，　p）認ん（・，9・（・）届P；ω。）一ん（ち9。（・）；ω、）孤d　g。（・）誕q（・；ω。）．恥・any・R＜“1・1｝、、2。

andδ＞Othere　exists．乙＞Osuch　that

　　　　　　　　　　　　IHc（r，　p）一・1ヲb（γ・，ゴ5）i≦、乙IP一飼，　　ipし巨pl≦δ｝α≦r≦R
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and　that

　　　　　　　　　　　　　　7n＝　　sup　IHn（r，　p）一一’He（r，　p）1－O，　n－oo．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　。聖臨

We　define　R．　＝　＄up｛a　〈　r　〈　R　l　lp．（r）1　S　6｝．　Then　by　（29）　we　have

1酬≦ツ・（R一α）＋ゐ∬IPn（・）ld・

for　a　〈一一　r　S　Rn．　Therefore　by　Gronwall’s　inequality，　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　lP。（・）1≦ッ。（R一α）・ゐ（卜α）≦ッ。（R一α）・L（嗣

for　a　S　r　S　Rn．　This　implies　Rn　＝　R　for　sufficiently　large　n，　Thus　we　get　Rv．　〉　R　fer

large　n，　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　liM．　inf　Rw．　）Rwo・　（30）
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n一　co

Combining（ii）and（30），　we　obtain　lim．Rc‘，n：」馬。　ifωπ≦ωG　fQr　largeη，．　　　　　　匿
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n一　co

Lemma　8
There　e）αOsホsの≦c／αεuch伽亡馬＞b　and　q（b；di）≦0。

　　　Proof　Suppose　that　the　statement　of　the　lemma　does　not　hold．　Then　for　any　w　S　c／a，

either　ef　the　following　helds：

　　　　　　　　　　　　　　　　　（a）R，．：Sb，　（b）R．＞bandg（b；w）＞e．

By　Lemma　7（ii），　the　stateme就（b）holds　forω＞c／α．　We　define　wo　・sup｛ω∈Rl　Rw≦

b｝．　Then　we　have　we　）　c／b，　since　h（T，　O；cv）　〈　O　for　a　：f｛　r　S　b　if　w　〈　c／b．　Clearly　c‘」　S　e／a．

By　virtue　of　Lemma　7　（iii），　we　obtain　Rw，　S　b，　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ll’mp　q（r；wo）　＝＝　一一〇〇．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r／Rwe

On　the　other　hand，　R，．　〉　b　amd　g（b；w）　〉　e　for　any　cv　〉　cpo．　Let　To　E　（a，　Rw，）　be　such　that

9（・・；ω◎）く一（ω。＋1）δ2and　thatん（rQ，9（・。；ωQ）；ω◎）＜0。　The聡9（・P；ω、）＜一（ω。＋1）b2　and

h（ro，q（ro；wi）；wi）　〈　O　for　some　wi　sufficiently　close　to　we．　Since　h（ri，g；w）　〉　h（r2，q；w）

for　a　f｛　ri　〈　r2　S　b，　g　一く一　一一・（wo　十　1）b2　and　wo　S　w　S　wo　十　1，　we　have

　　　　　　　　　　　　　dq　（r　；　wi）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　＝　h（r，q（r；wi）；wD　〈　h（ro，g（ro；wi）；wD　〈　O
　　　　　　　　　　　　　　　　dT

for　ai1　r　1｝r　ro　satisfying　q（r；tuD　＝　q（ro；wD．　Hence　q（r；wi）　〈　q（ro；wi）　for　r　〉　ro，

contradicting　the　fact　that　q（b；wi）＞e．　g

　　　Proef　of　Theorem　C　（i）　Let　di　E　［c／b，　c／a］　be　such　that　Rdi　＞band　q（b；wN）　〈　O．

Then　q（b；w）　is　well－defined　for　w　）　di　and　is　continuous　in　w　）　di．　Since　g（b；w）　〉　O　for
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ev　〉　c／a，　there　exists　w（b）　E　（a5，c／a）　satisfying　g（b；cv（b））　：　O．　The　uniqueness　of　w（b）　is

an　immediate　consequence　of　Lemrna　7（i）．　s

　　Proof　of　T覧heorem　C（ii）By　Lemma　7（i），the　rotation　speedω（わ）is　strictly　mono－

tone　decreasing　inδ，　Thereforeω（b）convergesも。　someωQQ≧0，　sinceω（b）≧c／う．　Note

that　g（r；0）＜Ofbr　r∈i（α，澱｝）and　hence　g（r；0）satisfies

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　穿．≦lq（1十　q2）一≧1・

This　implies　Ro＜十〇〇，肋m　which　a簸d　the　followiag　lemma　we　obtainω。◎＞0．　　　　麗

しemma　g

Rω。。＝＋。Q．　　　　　　　　　　　　　　　　’

　　　：Proof　Suppo8e　that　Rω。。　is餓te。　We　fix　bo＞α，　k＞ω（be）／c　and　take

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　琵一一｛　　　2kck　一一　w（bo），凡・・｝・

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　りThen，　ifω≦ω（う。），一んr　is　a　supersQlution　of（28）fbr　r≧Esinceん（r，一kr；ω）≦一k．　We

　　　　　　　　　　　　　り　　　　　　　　　　　　　　　　　　　の　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ゆ

takeす・＝min｛一kR，一ω（わ◎）R2｝．　Then　we　getん（rl，9；ω）≧ん（r2，9；ω）forα≦ゲ1〈r2≦R，

q≦i7　andω≦ω（bo）．　By　the　similar　argument　in　the　proof　of：Lem．ma　8，　there　exists

b＞わoand　ro〈Rω。。　such　tha，t　q（ro；ω（わ））くすandん（ro，9（ro；ω（b））；ω（b））＜0．　Again

by　the　argumeBt　in　the　proof　of　Lemma　8，　we　obtain　q（r；ω（b））＜g（ro；ω（う））くすfor
　　　　　　　　リ　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　ツ

ro＜r＜．石己and（～（r；ω（b））〈一　kr　fbr　r≧R，　contradicting　the　fact　that　q（b；ω（b））＝＝0．

This　contradiction　proves　the　lemma．　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　匿

　　Proof　of　Theorem　C　（iii）　By　Lemma　9，・g（r；woo）　exists　for　a11　r　〉　a．　lfurthermore

9（r；ω◎◎）is　negative　since　q（r；ω（b））くOforα＜r〈b．　This　corresponds　to　a　spiral　with

angular　speed　w．o　for　st　＝　｛x　G　R　1　lxl・　〉　a｝．　Te　completd　the　proof，　we　show　that

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　li．，　ses（z．．LEtkr；woo）　，，，，　一nye！tg．EL．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　プ→十◎◎　　　r　　　　　　　c

Fix　k　〉　w．．／c．　We　take　bo　so　that　k　〉　w（bo）／c　＆nd　put　ro　：2k／（ck　一一　w（bo）），　Since　一kr

is　a　supersolution　of　（28）　for　r　｝i：　ro　if　w　S　w（bo），　we　have　g（r；w（b））　〉　一一kr　fer　r　〉．一　ro　and

b　）　bo．　This　implies　q（r；w．）　）　一kr　for　r　）　ro，　since　q（r；w（b））　uniformly　converges　to

g（r；woo）on　a町compact　subset　of（α，十〇〇）。　Hence　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　inf　IZS（：IZ－1．E±！fn2．r；Wco）　〉　．．一　E±ls．L．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r→十◎◎　　　7’　　　僻　　　c

We　de伽e
　　　　　　　　　　　　　　　　　　Koo　＝　（（r，　q）　lr　〉　ai［ig　viiTFi5，　g　〈　o）．
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　　Let
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　q（r；Woo）

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　1　＝：　lim　sup

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　n→◎◎　　　　　9噸

and　suppose　that　1　〉　一一w．．／c．　Then　there　exists　re　〉　a　such　that　（re，g（re；woo））　E　Koo・

Since　h（r，　q；w．）　〉　e　for　（r，　g）　e　K．o，　we　have　（r，　q（r；w．））　E　K．　for　all　r　）　ro．　Therefore

by　（28）　we　obtain

　　　　　　　　　　　　　　　zS，r　（SIY（　1－lit！2gtr；C‘」oo））　〉　：E’2yli－xfzsz一　：f±lgEa＝　tv／　：1＋g（r，woo）2＋wcor　＞o　（31）

for　r　〉一　ro，　hence

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　．．一L．　〈1，，，，　lim　sL！（，u±be，！r；woo）〈o，

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　c　r一十〇〇　r

On　the　other　hamd，　by　（31）　we　have

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　鵯券轡．．））≧・乙＋ω・・〉・・

This　contradiction　proves　that　・
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　lim　s．p　va（r；Woo）　s　一　1±li’iiL．

　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　r一十〇d　　．r　C

The　theorem　is　proved．　ig
Appe：ndix

　　王nthis　aρpendix　we　prese批tw◎propositions　in［16〕．　Pr◎p◎sition　BI　is　concemed　with

the　structure◎f　a　subseも◎f　an　ordered　metric　space　under　a　group　action．　Proposition　B2

is，　in　a　sense，　a　set－valued　versio鷺of　the　former　half　of　Proposition　B　L

　　Let　X　be　an　ordered　metric　space．　In　other　words，　X　is　a　metric　space　on　which　a’

closed　partiaユorder　relation　is　defined。　We　wi11　denOte　by≦the　order　relaもion．　in　X．正【ere，

we　say　that　a　parもial◎rder　rela，ti◎n　in　X　is　closed　if‘ρn≦ψπ（n＝1，2，3，・・9）implies

　　　　　　　　　limψπprovidedもhat　b◎th　limits　exist．　W¢write（ρ＜ψif（ρ≦ψand（ρ≠ψ．1im　qn≦
れづ　　　　　　　　　ハ　や　
R）rasubset　V　C　X，　the　expression～o≦V，γ≦《ρmeans　q≦ψ，ψ≦（ρfbr　a王l　points

ψ∈γ，respectively．

　　Letσbe　a　metrizable　topological　group　acting　o篇some　s面seもXエof　X．　We　sayσ

acts◎n　XI　if　there　exists　a　continuous　mapPing’γ：σ×X1→．XI　such　that　gト→’γ（9，・）

is　a　group　homomorphism　ofσinto　Hom（X1），the　gro登p　ef　homeomorphisms　of　Xi　onto

itse1£　：For　brevity，　we　write’γ（g，～ρ）　：gg　and　identify　the　elemenちg∈σwith　its　action

ッ（9，・）．We・assume・that

（Gl）　7　is　order－preserving　（thaS　is，　q　S　¢　imp｝ies　gg　ri　gth　for　any　g　G　G）

（G2）　G　is　conRected．
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　　Let　Y　be　a　subset　of　X　emd　¢　be　an　element　of　Y　A　Xi　such　that

（Hi）　gijiS　E　Y　for　amy　g　E　G；

（H2）　for　any　avb　E　Y，　there　exist　some　gi，g2　G　G　saLisfying　gigZ」　〈　2P　〈　g2ip；

（H3）　for　any　ip　E　Y　with　cb　〈　hip　for　some　h　e　G，　there　exists　some　neighborhood　B　of

　　the　unit　element　of　G　such　that　th　〈　ghij5　for　any　g　G　B．

Proposition　（116，　Proposkion　Bl］）

Le右σsa亡jsる！ぐG1♪，（G2♪aηdγ，φsaむisfy（H1♪，但2♪，但3♪．　Theηyf5　a亡。亡a11γ一〇rdered．

connec亡ed　se亡andγ篇；σψ．　Fbr亡hermore，ガy　fs　locally　precompac亡，むねeねγjs　homeomor－

phic　and　order－isomorphic　to　R．

　　A　similar　result　holds　for　the　case　where　the　set　Y　consists　of　subsets　of　X．　To　be　more

precise，　let　Y　be　a　set　of　subsets　of　X　containing　｛ip｝　such　that

（H4）　｛gip｝　G　Y　for　any　g　E　G；

（H5）　for　any　Y　G　Y，　there　exist　some　gi，g2　G　G　satisfying　gigi5　S　V　S　g2〈b　and　V　S　｛gi95｝，

　　　｛9洞；

（H6）　fer　any　V　E　Y　with　V　S　hl；i　and　V　＃　｛h〈5｝　for　some　h　E　G，　there　exists　some

　　neighborhood　B　of　the　unit　element　of　G　such　that　V　S　ghip　and　V　S　｛ghop｝　fpr　any

　　gG　B．

Proposition　（［16，　Proposition　B2］）

Le右Gsa右isfy（Gエ♪，（G2♪and　y，｛ψ｝satisfy但の，但5♪，但6♪．　Then　y＝G｛ψ｝＝｛｛gψ｝l

gG　G｝．
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