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研究成果の概要（和文）：タイヒミュラー空間は曲面上の複素構造の同値類からなる空間であり、

その上の幾何構造は大変複雑な様相を呈している。本研究ではタイヒミュラー空間を曲面上の

錐状特異点付きユークリッド構造のモジュライ空間と同一視することによりその幾何構造を解

明することを目的とし、超楕円曲線のタイヒミュラー空間が平面多角形の相似類がなすモジュ

ライ空間と同型であることを示すことを試みた。その結果、１点付きトーラスのタイヒミュラ

ー空間が平面四角形の相似類がなすモジュライ空間の記述を得た。さらに多角形の面積形式に

よる幾何構造を誘導した。 

 
研究成果の概要（英文）：The space of equivalence classes of complex structures on a surface 
is called Teichmüller space whose geometry is known to be very complicated. We study 
Teichmüller space through Euclidean cone-structures on a surface and try to show the 
one-to-one correspondence between Teichmüller space and the space of similarity classes 
of Euclidean polygons. As a result, we show an isomorphism between the Teichmüller space 

of one-pointed torus and the space of similarity classes of Euclidean quadrilaterals. 
Moreover we get a geometric structure induced by the area form on the polygons.  
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１．研究開始当初の背景 

(1) タイヒミュラー空間の理論はリーマン面
のモジュライ空間と曲面の同相写像類群と
密接に関係して、代数幾何、関数論、数論、
複素力学系、低次元トポロジー、数理物理な
ど広い分野と関わりながら発展してきてい

たが、中でも３次元双曲幾何と複素力学系お
よび関数論がタイヒミュラー空間を舞台と
して互いに交差して得られた結果は多く、研
究開始当初はちょうど Thurston による３次
元多様体の幾何学化予想に関する一意化定
理の証明や、関数論における難問であった
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Ahlfors 予想の解決（トポロジーにおける
Marden 予想の解決の帰結）が行われたばか
りであった。 
 
(2) 一方、タイヒミュラー空間自身の幾何に
関 し て は 、 タ イ ヒ ミ ュ ラ ー 計 量 や
Weil-Peterson 計量など曲面の同相写像類群
の作用によって保たれる計量が様々に知ら
れているが、それぞれ克服すべき性質を抱え
ている。例えばタイヒミュラー計量は負曲率
完備多様体あるいはさらに強くδ-双曲空間
の性質を多くみたしているが、Masur によっ
てタイヒミュラー空間は負曲率を持ち得な
いことが示され、さらに Masur-Wolf の結果
によってδ-双曲でもないことが示されてい
た。また Weil-Peterson 計量は完備でない。 
 
(3) 正則１形式付きのリーマン面のモジュ
ライ空間あるいは正則二次微分付きのリー
マン面のモジュライ空間は、SL(2,R)作用の
エルゴード的作用をもつことが知られてお
り、力学系の観点から平面有理多角形のビリ
アードの問題や曲面上の interval exchange
写像と関係した研究が多くなされていたが、
研究開始当初はさらにその位相についての
研究が新たに始まり、 Kontsevich -Zorich
による連結性の結果に続き、Lanneau 等によ
る正則１形式のモジュライ空間の各滑層の
連結成分の個数の決定がなされていた。また、
リーマン面のモジュライ空間内のタイヒミ
ュラー曲線と呼ばれる SL(2,R)作用で不変な
全測地的部分多様体の分類が McMullen 等の
研究によって進み、Eskin-Okounkov により正
則１式付きのリーマン面のモジュライ空間
の 滑 層 の 体 積 の 計 算 が 、 ト ー ラ ス の
Gromov-Witten 不変量の計算に用いられた。 
 

 

２．研究の目的 

(1) タイヒミュラー空間の新しい大域パラメ
タを構成し、その大域パラメタによるタイヒ
ミュラー空間の新たな幾何構造を構築し、そ
の幾何構造の写像類群による作用、タイヒミ
ュラー空間の境界、タイヒミュラー曲線の記
述などを行うことを目的とした。 

 

(2) Troyanov による点付きリーマン面のモジ
ュライ空間と曲面上の錐状特異点付きユー
クリッド構造のモジュライ空間とが同一視
できるという結果が知られていたが、錐状特
異点付きユークリッド構造を用いたリーマ
ン面のモジュライ空間およびタイヒミュラ
ー空間上の幾何構造についての研究はまだ
他になかった。我々はその点に注目して、曲
面上の錐状特異点付きユークリッド構造の
モジュライ空間の大域パラメタを構築する
ことを目的とし、さらに錐状特異点付きユー

クリッド構造がもつ自然な面積形式が誘導
する幾何構造がタイヒミュラー空間の新た
な幾何構造となるかを調べることを目的と
した。 

 

(3) 超楕円曲線のモジュライ空間が、平面多
角形の相似類のなすモジュライ空間と局所
同型であることを大鹿健一氏（阪大）との共
同研究で明らかにした経緯から、平面多角形
のモジュライ空間が対応する曲面のタイヒ
ミュラー空間と大域的に同型であることを
示すことを目的とした。ここで平面多角形か
ら構成される超楕円曲線に関して、多角形の
退化と対応する超楕円曲線の退化の呼応に
より期待できる超楕円曲線のタイヒミュラ
ー空間の幾何構造を平面多角形のモジュラ
イ空間の幾何構造を明らかにすることで得
ることを目標とした。 

 

 

３．研究の方法 

(1) 超楕円曲線の場合にリーマン面上の特異
点付きユークリッド構造に対応する正則１
形式のホロノミー表現がタイヒミュラー空
間の局所パラメタのみにとどまらず大域的
パラメタになることを示すため、超楕円曲線
のタイヒミュラー空間と平面多角形の相似
類のなすモジュライ空間との間に、第三の空
間として「標識付き」の２次元球面上の錐状
特異点付きユークリッド構造のモジュライ
空間を導入した。また、「標識付き」の２次
元球面上の錐状特異点付きユークリッド構
造の面積形式が導入するモジュライ空間上
の計量を調べるため、面積形式の符号を決定
した。さらに、曲面の写像類群の作用を標識
付きの２次元球面上の錐状特異点付きユー
クリッド構造のモジュライ空間上に誘導し
対応する平面多角形の相似類のなすモジュ
ライ空間上の「V 作用」を記述した。超楕円
曲線以外のリーマン面のタイヒミュラー空
間については、その上の錐状特異点付きユー
クリッド構造が誘導する正則１形式からリ
ーマン面の正則１形式の零点を頂点とする
分割による組み合わせ構造を用いて、大域パ
ラメタを構成することとした。 
 
(2) 平面多角形が超楕円曲線のタイヒミュ
ラー空間の大域パラメタとなることを示す
過程において、特異多角形を非特異多角形に
V 作用により変換できることを示すため、具
体的なリーマン面のデータの蓄積が必要と
なり数式ソフト Matlab および Mathematica
を用いて多数のコンピュータ実験を行った。
この際、長藤かおり氏（九大数理）の協力を
得た。またこのコンピュータ環境の整備とし
て、Apple の Macintosh コンピュータをデス
クトップ型およびノートパソコン型ともに



 

 

アップデートしながら購入し、その周辺機器
および数式ソフトも購入した。 
 

(3) 連携研究者である大鹿健一氏（阪大）と
常時研究連絡をとる他、トポロジーや幾何の
国内研究集会および関連する分野のセミナ
ー等に積極的に参加し、他の研究者達との議
論および最新情報の交換を行った。特に小森
洋平氏（阪市大理）と宮地秀樹氏（阪大理）
とタイヒミュラー曲線の分類に関する勉強
会を行った。また、タイヒミュラー空間の専
門家であるルイパスツール大学（フランス、
ストラスブール）の A.Papadopoulos 教授や
M.Coornaerd 教授と議論するためストラスブ
ールに 2006年度と 2008年度に二度短期滞在
した。また 2007 年度には正則１形式付きの
モジュライ空間について近年発展した研究
の推進者である A.Zorich 教授とレンヌ大学
（フランス）を訪れて議論した。2010 年度に
A.Papadopoulos 教授が来日した際には研究
集会での講演を依頼した。 
 
(4) タイヒミュラー空間およびリーマン面
のモジュライ空間の最新文献を整備するた
め、位相幾何学関連図書、微分幾何学関連と
書、代数幾何学関連図書をはじめとして、複
素解析、複素力学系、数論、組み合わせ数学
などに関する図書の購入を行った。 
 
 
４．研究成果 
(1) 超楕円曲線のタイヒミュラー空間と平
面多角形の相似類のなすモジュライ空間と
の間に、第三の空間として「標識付き」の２
次元球面上の錐状特異点付きユークリッド
構造のモジュライ空間を定義し、超楕円曲線
のタイヒミュラー空間と標識付きの２次元
球面上の錐状特異点付きユークリッド構造
のモジュライ空間との間の同型を示した。そ
の結果、超楕円曲線のタイヒミュラー空間と
平面多角形のモジュライ空間との同型を得
るためには、標識付きの２次元球面上の錐状
特異点付きユークリッド構造のモジュライ
空間と平面多角形のモジュライ空間との同
型を示せばよいことに帰着した。 

 

(2) 平面多角形のモジュライ空間に定義した
V-move により特異四角形が非特異四角形に
移されることを証明した。この際、ある整数
の組の存在を証明したが、長藤氏の協力によ
り、コンピュータ実験によりこの整数の組の
具体的な候補が求まり別証明を得た。この結
果、タイヒミュラー空間の元に対応する平面
４角形の条件が明確になり、平面４角形のモ
ジュライ空間と１点付きトーラスのタイヒ
ミュラー空間との間の同型を得た。また、小
森氏（阪市大理）と宮地氏（阪大理）の協力

により、リーマン面のモジュライ空間内の測
地的流の拡張であるタイヒミュラー曲線の
分 類 に 関 す る 勉 強 会 を 行 っ た 結 果 、
Kenyon-Smillie による区間交換写像に対す
る不変量である J不変量によりタイヒミュラ
ー空間の元に対応する平面四角形の条件が
記述できることがわかった。 
 

(3) 平面５角形の多角形のモジュライ空間と
種数２の曲面のタイヒミュラー空間との局
所同型を大域同型に拡張する試みを行った
四角形のときと同様に五角形の場合にも、特
異五角形を V-move により非特異五角形に変
形することに問題が帰着された。四角形のと
きに比べると特異五角形の種類が増えたこ
とに加え、V-move の組み合わせも圧倒的に
複雑さが増し、様々な場合をコンピュータ実
験を多数行って検証した。蓄積したデータ上
では未だ非特異五角形に変形できないよう
な反例はない。しかしながら、完全な証明に
は未だ至らず今後引き続き課題とする。 

 
(4) 標識付きの２次元球面上の錐状特異点
付きユークリッド構造のモジュライ空間の
面積形式によりタイヒミュラー空間上に計
量が導入されることを示した。これは奇数個
の辺数をもつ多角形に対応する曲面のタイ
ヒミュラー空間上では非退化であり、またそ
の二次形式としての符号は(m,m)型であるこ
とがわかった。とくにこの計量は曲面の写像
類群で不変である。また双曲型ではないこと
から、他の計量とくに Weil-Peterson 計量と
の比較等がこれからの課題となる。また、こ
の境界の挙動およびタイヒミュラー曲線に
ついても今後の課題とする。 
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