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オンライン講義とデータ量

城西大学・理学部数学科 大島利雄
Toshio Oshima, Faculty of Science, Josai University

Covid-19に対応するため，大学を含む多くの教育機関は 2020年度にオンライン講義を
急遽導入することになった．その対応に際して考察した 2つのトピックをまとめた．
まず，受講者側の通信量を考慮する必要があった．そこで双方向オンライン通信による

講義や動画などのファイルのダウンロードに際しての通信量についての考察を行ったが，
前半の 1にそれをまとめた．また，大きな容量のファイルを多数の者がダウンロードする
際にサーバー側のネットワークの負荷が増大するが，そこで起き得る渋滞の問題について，
後半の 2で考察した．

1 オンライン講義，録画ファイル, 静止画などのデータ量

城西大学でオンライン講義を始めるにあたって，受講者側の情報環境が危惧される状況
から，双方向のオンライン講義を受講する場合の通信データ量を 3月末から調べてウエブ
サイトに公開した（cf. [3]).

特に，自由に使える Wi-Fi 環境がないが，スマホは持っている，という学生を想定し，
学生のデータ通信量について考察する (ディザリングで Wi-Fiルータとして使うことが出
来る）．

25歳以下のスマホ所有者は, 規定量を超えても，+50G/月1 のデータ通信が無料になる
というキャリア（NTTドコモ，ソフトバンク，auなど）のサポートを基準に考えてみる2．
スマホ（or パソコン）を使うとして，+50G が講義に当てられて，それが毎週 5日間の
みに割り振ると，50GB × 7/5 /30.5 = 2.3GB = 2300MB/日となる．
日割りでは, 50GB /30.5 = 1.64GB = 1640MB/日 となる．
このことから，講義 1コマ（90分）につき，300MB を超えないことが期待される（週

23コマとすると，約 30GB/月）．これには，提出された問題を解いたり，講師や受講者間
のやりとり（必要）も含まれる．

1.1 双方向オンライン講義

双方向オンライン講義では，zoom, webTeX, Google Meet, teamsなどのテレビ会議シ
ステム3を利用するであろう．教育界で最も多く使われている zoom を主な例にとって実験
をいくつか行った（実際は，各種のテレビ会議システムの比較も行った）．

11GB=1,000MB =1,000,000 byte=8,000,000 bit, あるいは，2進法での桁数を重視した
1GB=210 MB≑1000MB=210× 1,000 byte≑1,000,000 byte=8,000,000 bit とする流儀もある．

2自宅などで Wi-Fiルーターがあって Wi-Fiが使えると，通信量の問題は生じない可能性がある．
3Covid-19対応のため，テレビ会議システムの教育機関などのユーザが急増したため，テレビ会議システ

ムのセキュリティーや使い勝手の向上や教育機関への無料サービスが各種行われている．



以下は調べた通信データの表であるが, あくまで実験を行っての参考例である（スマホ
での受け手側の通信データ量．[3]）4．

表１．(通信)データ量
データ量
(MB) 単位 形態 状況（音声は主に TVを用いた）

42 60分 片側 PDF : 文字と数式が主，数学者が講演するときの形に近い

49 60分 片側 Digital Paper : PDFにペンで上書き, 白紙ノートに書く,消し
ゴム,ページ移動などを行う

453 60分 両側 ホスト側：TV（画像と音声）とスマホ側：人と声（少ない）

402 60分 両側 webEx（上と類似条件で）

327 60分 録画 TV画面の録画（mp4, TVの液晶部分の面積が全体の 3/5程度）

23 60分 録音 上記で音声のみ（mpa 録音部分）

6 60分 無音 PDF, JPG などの静止画 1枚，画像サイズや受け手のスマホでの
拡大・移動への依存性は少ない

84 60分 録画 mp4, ビデオ (22sec)+PDFを使った動画5: 全 13.5分

96 60分 録画 スライドを使った講義の録画（東大 田浦氏「遠隔講義をやって
みた」cf. [6])

98 60分 片側 スライドを使った講義（2枚/分 程度，東大 工藤氏 [5]）

80 60分 片側 PowerPoint (文系，東大，大向氏，参加者 30名程度 [4])

45 60分 片音 文系，東大 大向氏，参加者 15名程度，音声のみ

90 60分 両音 文系，東大 大向氏，参加者 15名程度，音声のみ

200 60分 片側 文系，東大 大向氏, 講義

2～5 1枚 JPG iPhone 6s 写真（枚数が多いと，無視できないデータ量）

1.5 1冊 PDF 書物「個数を数える」の校正原稿（PDF, 225ページ [2]）

単位が 60分で，データ量が 42とは，60分あたりのスマホ側の通信量が 42MB の意味．
形態が「片側」とは，受け手側のビデオや音声を切った状態の意味．状況が PDFとは，PDF
を表示したWindowを画面共有した状態で，カーソルの動きなどは受け手側に伝わる．静
止画一枚を画面共有のままで音声なしの状態でも通信量は時間に応じて増えるので，それ
も調べた．この表は，動画ファイルを作るときにも参考になるであろう．
形態が録画となっているものと最後の 2例はファイルサイズをMB単位で示した．

通信データ量を低く抑えるため，以下のような工夫が考えられる．

多人数の参加でもデータ量に易しい双方向オンライン講義の例
大部分は一方向：ビデオは全て切る．PDF (Acrobat Reader), ppt (PowerPoint) など
での静止画6，iPadや Digital Paperやタブレットでの筆記, ファイルサイズの小さい動
画（このときは「コンピュータの音声を共有」にチェック），などを画面共用で表示して

4携帯電話ネットワークを使って，各アプリ毎の通信量をスマホで確認，または，ポケット Wi-Fiルーター
を用いて通信量を調べる，という方法を用いた.

52020年度の城西大学理学部数学科の学科履修説明の動画
6静止画を滑らかにスクロールすると通信量が増大するので，できるだけ避ける．
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講義．音声は講師側のみ7．

双方向性：zoomでは
質問はありませんか？　あるいは，分かりましたか？　と言って「手を挙げる」機能を

使う8．手を挙げた/挙げない者のみ音声 ON．指名も可．
チャットを使う（途中質問や講師が質問した場合，そのあと音声 ONを使って上のように

続けてもよい）が考えられる．

講義は録画して，出席できなかった学生も見られるようにするとよい（最低限，PDF/ppt+
音声. 学生の画像が入る場合は注意）．出席できない者が多い状況では，出席は講義の録
画に参加と考えて，出席できなかった学生との差を少なくする.

東大の沙川氏のオンライン講義メモ9も参考になる．

一方，参加者無しで講義をして zoomでサイズの小さな講義動画を作成しておく．zoom

を用いて動画を画面の共有で送り，終了後に学生と質問などのやりとりを（iPadの画面
共有なども活用して）行う，というやり方もある．
講義の動画（それは zoomの録画機能で作成できる）の再生画面を（「コンピュータの音

声を共有」にチェックを入れて）画面共有すると，動画は音声も含めて参加者に流される．
zoomは、雑音などを除いて音声を聞きやすくするための加工を行っているので，動画に
対してそれを行うと聞き取りにくい音声になることがある．それを避けるには，動画の画
面共有の際に zoomによる音声の加工を OFFにするとよい10．音楽を流すときも同様．
実際に双方向オンライン講義を行うときは，1コマの講義の一部または全部に上のよう

な各種やり方，さらにはオンデマンドをブレンドした形になることが多いと思われる（あ
るいは，オンデマンドが主で一部双方向オンライン）．
対面講義が始まっても，密集度の観点から，オンラインと併用ということが想定される．

オンラインでの受講は，別の教室でテレビ画面とかスクリーンにプロジェクタで映したも
のを見て，双方向通信を使う，あるいは，自宅などで PCやスマホで受講など様々な形態
がある11．隔週で交代して登校でオンライン講義と併用，ということもあり得る12．

数人程度のセミナー形式で，参加者の通信環境が保証されるような環境ならば，参加者
が PCやペン書きのできるタブレットを用いての講義形態が便利であろう．このような形
態は，従来の対面講義より優れた面もあるので，将来取り入れていくことを考えられる．
多人数参加の場合は，特に securityに注意（参加者の制御）する必要がある13．補助者

がいるとよいであろう．
7WiMAX の使用量制限をオーバーすると，1M bps 程度の速度制限がかかる．その状態で zoom を 3つ立ち

上げ, 160k bps（≑ 72MB/60分）程度で行った（参加は 10端末程度）．この双方向講義形式でのオンライ
ン講義は (zoomでは，講演者側，受講者側共に）, ほぼ問題なく可能であった（実験済み）．

8後者は，聞き手に反応してもらう，という利点がある．
9http://noneq.c.u-tokyo.ac.jp/online lecture.

10https://www.note.lespace.co.jp/n/nd65f7df6f399
11講義室での講義を zoomなどのクラウドを用いた双方向通信で配信すると，PCやスマホでの学内での受

講に対しては，学内のみならず，学内へ入る通信トラフィックが受講台数分生じることに注意．
12オンライン講義を行ってみると，対面では質問しなかったが質問しやすくなった，など，いくつか利点も

あるので，将来も取り入れて長所を生かす工夫を考えるとよい．大人数に向く講義や小人数講義との併用など.
13セキュリティー面では，参加にあたっての URL やパスワードの管理と連絡方法, また，参加者の権利

の制御（画面共有が可能か，など）が基本となる．たとえば，城西大で zoom を用いた多人数講義の場合，
· · · @joisai.ac.jpのアドレスならば自動的に参加できるが，それ以外の参加者は「待合室」に誘導され，ホ
ストが個別に参加を判断する，という設定にする，などが考えられる．
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1.2 様々なファイルのサイズ

オンライン講義においては，オンデマンドで様々な資料を提供したり，ウエブページを
参考にすることが多くなる．このような資料は通信回線を使ってダウンロードすることに
なるので，それらのデータ量が問題となる．
動画や文書などのファイルのサイズは簡単にチェックできるので，自分で調べて大きさ

を知っておくとよい14．
講義の動画ファイルは，zoomなどのテレビ会議システムを使うと，比較的容易に作成

できる．そのデータサイズについては，前ページの表や説明が参考になるであろう．一方，
PowerPointには音声を入れて動画を作成する機能が備わっているが，そのような方法で
動画を作成すると，サイズが巨大になることがあるので注意する必要がある．一方，テレ
ビ会議システムは，実用上問題が生じない範囲で通信量を減らす工夫がされているので，
作成される動画のファイルサイズは大きくならないことが期待できる．

ウエブページ
ウエブページは HTMLという形式のファイルで書かれ，ブラウザーがそれをダウンロー

ドすることによってページを見ることができる．通信量は，HTMLファイルのサイズが関
係する．
HTMLファイルは，基本的には文字データで，その文字コードからなっているので本来

のサイズは小さいと考えられる．どのようなフォント（文字の画像データ）で表示するか
は受け手のブラウザー次第で，文章の改行位置も表示の幅などで変わってしまう．
HTMLの仕様は機能強化が進み，文字の大小，強調文字，色づけや線などもつけられる

ようになった．さらに JPGなどの画像やボタンや矢印などの小さな画像も入れられるよう
になり，定まったフォーマットでの表示も可能になった．
拡張がいろいろなされ，仕様が定められて来たが，それに正確に準拠していなくても，

エラーにはならずに，ブラウザーは適当に表示するようになっていることが多い．従って，
ブラウザーによって異なる表示になることも起こる．

ウエブページの中の画像は，表示サイズ (pixel単位)を指定して，ブラウザーがその画
像を指定されたサイズで表示する（指定がないと元のサイズ)．受け手にその画像の表示
機能が無いときは，矩形の空白が空くので，そこに入れる文字列を指定しておくことがで
きる．よって，HTMLファイルに写真のような画像が含まれているときは，ダウンロード
の通信量は含まれる画像データサイズに大きく依存する15．
表示する側では，画像データを取得してから指定されたサイズに変換するので，元サイ

ズが巨大な写真画像は，表示のサイズに応じて縮めて圧縮した小さなサイズにしておくと，
表示する側への転送データ量が小さくなる．
写真集のウエブページには，元写真データから作られた縮小画像が並べてあって，それ

をクリックすると大きな写真が表示されるものがある．これはデータサイズの小さな縮小
画像（サムネイル）を作ってそれを並べたページを作り，縮小画像をクリックすると元写
真データが得られる，というようにして，データ転送量を小さくしている．

14ファイルを圧縮してまとめる zip形式への変換によって，ファイルサイズを縮めることも考えられる．
15大きなサイズのデータがメモリーやコンピュータで扱えるようになり，写真などでも大きな画像データが

多くなってきた．
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画像データ
写真やテレビ画面などのデジタル画像は，碁盤の目のように分けられた各マス目に白

黒あるいは色が決められたもので，ドットとかピクセルとかはその目の 1つのことをい
う．フルハイビジョンは横 1920, 縦 1080のマス目で縦横比が 16:9となっている（1080p

HDTV)．1280×720 (720p)も縦横比 16:9である．かつては，デジタル画像で 640×480（画
像）, 1024×768（ディスプレイ画面）がよく用いられていた (縦横比 4:3)．

実際の画像の詳細度は，単位インチあたりのドット数で，dots/inch で dpi という単位
が用いられる（プリンタやスキャナでよく用いられる単位．1 inch=約 2.54cm）. 300dpi

というと，1インチあたり 300 dots の密度ということになる．縦横同じなら 1インチの正
方形に 300×300 dots（マス目の数） があるという密度を意味する (プリンタでは複数の
dotを合わせて色を表現することが多いので，1つの画素で分けた ppi という単位を用い
ることがある).

色は，赤，緑，青をそれぞれ 8 bitの強さ（28 = 256段階）で表して色を表現するこ
とが普通に用いられている（RGB). すなわち 3×8=24 bit = 3 byte で 1 つの色を表す．
256×256×256=約 1778万色．一方，白黒を表すのは 0 or 1 で，1 bit となる．
このように考えると HDTV画面は，1920×1080×3=約 6.22MB のデータ量となる．白黒

なら約 259 kBでサイズは 24分の 1となる．現在のデジタル写真はより詳細でサイズは膨
大になるので，画像データは様々な方法で圧縮される（JPG, PNG, GIFなど，白黒画像の
FAXの G3もその 1つ，私自身が考案して使っている様式 CMPもある）．GIFはフリーに使
われていたのだが，突然特許料が要求され (Unisys)，そのため PNGが考案された（払わ
ないところもあったが，何億円かを払ったところもある？）．今は特許は切れている．私
が作成した dviout [1] はこれらの画像が扱え, GIFも組み込まれていた．特許権が主張さ
れる前から組み込んでいたのでかまわない，という話もあったがよく分からなかった（外
して，使うなら外部プログラムを呼ぶ．とした）．BMPは無圧縮の画像形式．写真に適し
た JPGは一方的な圧縮で元には戻せない圧縮法である（細かい位置などのずれで急に変化
する画像向きではないので，文字が書かれた本などの画像向きでない – その場合は別の
方法が高圧縮率を達成できる．CMPはその目的で考案した）．なお，JPGと違って，GIF，
PNG，CMPなどは可逆な圧縮法．

さて，教育で用いられる場合は文字を書いた白黒画像であることが多い．たとえば，オ
ンライン講義で，学生の手書きの答案を写真を撮って送ってもらう，教科書のほとんどの
部分は印刷された白黒文字，など．スマホで写真を撮ったときのデータサイズは大きいが
（多くは JPG），それが文字を主とする白黒画像データとすると，白に近い点は白へ，黒に
近い点は黒と直すのがよいと考えられる．その後，白の画像領域の中に黒の孤立した１点
（のようなシミ）があったらそれは白に直すのが適当で，解像度が大きければ，黒の中の
１点の白も黒に直すのが適当である．このようにしてから画像圧縮すれば，サイズはとて
も小さくなる．次に述べるガンマ補正も含んだそのようなアプリがあるであろう．

画像の場合，近くの画素の情報から，別のデータを得る，という変換は用途に応じてい
ろいろなものがある．ニューラルネットワークにおける画像認識で基本的な CNNやプーリ
ング処理などもその一例である．TEXのプレビューアの dvioutでは，初期段階では漢字
の画像データが手に入らなかったので，コンピュータの ROMにあった 16× 16 dotsの漢字
画像データや，そのほかの使える漢字画像データを縦横 k1 × k2倍に（なるべくなめらか
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に）変換する，という機能を考えて作った．今では TrueTypeのようなフォントが使え，自
由なサイズで得られるので，それを用いるようになった16．
通常のスマホや PCの画面は，カラーで表示できる．白黒としてもその中間の明るさで

濃淡が出来る（先ほどの 1778万色の例では，白から灰色から黒へと 256段階ある）．た
とえば，2048×2048の白黒画像を 512×512に縮小することを考えてみよう．4×4 dotsが
1dotになる．16のうち半分以上が黒なら黒，それ以下なら白と判断するのは 1つの方法
である．一方，白の数が N 個とするとき，N/16 の明るさの灰色で表現する，という方
法がある．これを用いると，画素数が少なくても比較的綺麗に見える．これはGray scale

という（アンチエリアシングともいう）．実際は (N/16)γ という明るさにすることが行
われ，これをγ補正という（TEXのプレビューアの dvioutでは γは 0.8をデフォルトに
して表示している）．カラー画像でも同様な方法が用いられる．スキャナでも用いられて
いる．

文章データ
文字コード（改行などの制御コードも含む）を並べた文章のデータのファイルを，通常
テキストファイルという．コンピュータのプログラムやTEXのソースファイルなどは，こ
のようなテキストファイルとなる．１文字が，通常は 1～4 byteとなる．
オンライン講義でのデータ量の観点からは，テキストファイルのデータ量は画像や動画
ファイルに比べて小さいと考えてよい．
書物「個数を数える」[2]は，1行が約 36文字，1ページが約 30行で，225ページの本
なので，36× 30× 225 = 243, 000文字が入る．白地の部分があり，逆に複雑な数式の部分
もあるので，1文字が 2 byte とすると，360 kB 程度の文字データ量と考えてよいであろ
う．対応する TEXのソースファイルが約 444 kB，dviファイルが約 1.2MB，PDFファイ
ルが約 1.5MBとなっている．1ページあたり約 0.007MB = 7kB とサイズは小さい．PDF

の文書ファイルには，使われる文字のフォントデータはまとめられているので，一般には
ページ数が多いと，1ページあたりのサイズが小さくなる．
MS明朝などの TrueTypeフォントやヒラギノなどの OpenTypeフォントは，文字の輪

郭線の描き方を記述したもので，TEXの MeTaFontは，ペンを指定して，文字の描き方を
記述したものである．実際に印刷するには，表示画面や印刷機に合わせた画像データに変
換する必要がある．
数式を含んだ文書を作成するにはTEXが用いられ，現在の数学者には必須である．標準
的な TEXで用いられるフォント（Knuthが作った TEXの CMフォント＋ AMSの拡張フォ
ントの全部）の TrueType版が BaKoMaフォントとして公開されている．これにはバグが
あり，20年ほど前に修正した17．このフォントは，PDFファイルを作成する際に埋め込
むことが出来る（例えば，pLATEX+dvipdfmxで自動的）．

16Knuthの MeTaFontでは, 印刷機の性質に応じての細かな調整パラメータが設定可能となっている．文字
の画像データを碁盤の目の白黒で近似すること，たとえば斜めの線とか円とかを考えてみる．一つの碁盤の
目に対応する一点が印刷では黒丸とすると，その実際のサイズとか，中心が濃くて縁のあたりは薄くなる度
合，などのプリンターによる違いを吸収するためのもの．プリンターの解像度が高い場合は，影響が少ない．

17約 140種のフォントのパッケージで, https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~oshima/dviout/bakoma.zipか
ら得られる（約 2.5MB）．Windowsならば，https://www.ms.u-tokyo.ac.jp/~oshima/dviout/FixBKM.msi
から自動インストールされる．TEXを使ってこの TrueTypeフォントを含んだ PowerPointのファイルを作
ることができるが，この TrueTypeフォントのないところでも表示するため，PowerPointでフォントの埋め
込もうとしたがうまくいっていない.　
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2 ファイルのダウンロードに要する時間

城西大学坂戸キャンパスや城西大学の LMSの WebClassシステムは，外部と 1Gbps の
回線でつながっている（2020年 4月時点）．WebClassに置いてある講義のための資料や
動画を学生がダウンロードする，ということを考える．
1Gbps（ベストエフォート）の回線の約 67%がダウンロードの為に使うことが出来たと

すると18，2時間では 150MBのデータ 4000人分にあたる（4000× 150MB÷ 7200 sec

= 約 83.3 byte/sec = 約 670.0Mbps19）．

そこで，150MBのデータを 2時間でダウンロードすることを考える．4000人の開始
時刻が同じなら，所要時間は皆同じなので，ダウンロードにかかる時間は 120分であるが，
現実にはそのようなことは起こらない．3000人の同時ダウンロードでは，その 3

4 倍の 90

分かかることに注意．

最初の 1時間にダウンロードを行うものが 3000人，ということが起きた場合について
考察してみる．図 2のグラフの横軸は，ダウンロード開始時刻を，縦軸はダウンロード所
要時間で，その関係を実線のグラフで示した20（計算を簡単にするため，時間内は平均し
て同じ間隔でダウンロードが開始されるとし，パケット通信におけるフロー制御は同時刻
では各ダウンロードで同じとしている．また，離散化して近似計算を行っているため，グ
ラフが滑らかにはなっていない）．同時ダウンロード数が増えてくるので，次第にダウン
ロード速度が落ちてきて，所要時間が増えてくることが分かる21．

注意 1. i) グラフから分かるように，大きな渋滞が起こると受け手側の回線速度に関わ
らずダウンロードに長い時間がかかってしまう．

ii) サーバー側がダウンロードにあてられるのが半分の335Mbpsとなった場合は，75MB

のデータで同じことが起きる（受け手側も速度が半分とすると全く同じグラフ）．

iii) ダウンロードに極端な時間がかかってしまうのを防ぐには，送信待ちパケットの
キューの長さ，または同時ダウンロード数の制限をかけるのがよい（それ以外は，あまり
よい方法はない）．たとえば，500人などと決める（少ないと，ダウンロードしようとす
るとはねられることが増える．多いと，ダウンロードに時間がかかる）．

iv) ダウンロード側に 1Gbpsと 2Mbpsの回線速度の間で様々な速度のものが混在
した場合は，ダウンロード時間は 1Gbpsと 2Mbpsの回線速度のグラフで示されたもの
の間となる（混在した場合は，回線速度が速いほどダウンロードにかかる時間は短いが，
1Gbpsの回線速度のものは，よりダウンロード時間が増え，2Mbpsの回線速度のものは
逆になる）．

v) 回線速度の限界を超えた過渡的な状況を考察したが，回線速度に余裕がある場合の
ダウンロードにかかる定常的な平均時間は待ち行列の理論で示される．

18城西大学数理科学研究センターによると，670Mbpsはダウンロードに回線の全てを当てたとした場合の
実測値に近い．

191 byte/sec=8bit/sec(bps)
201時間後以降はダウンロードする者がいなかったとして考察したが，たとえば新たに 500人が次の 1時

間でダウンロードを開始して，最初の 1 時間でダウンロードが完了していない者との重なりが生じる場合は，
その者はグラフよりもよりダウンロード時間が長くなることに注意．

21ダウンロード時間が増加しているときのグラフの傾きはほぼ 1.397となる（cf. 表 4）．
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1Gbps の回線速度で，最初 20分間に 3000人が集中した場合も考察し，ダウンロード
時間のグラフを点線で示した．

図 2．ダウンロード開始時刻とダウンロード所要時間

60分後40分後20分後0

80分

70分

60分

50分

40分

30分

20分

10分

2Mbps

5Mbps

1Gbps

1Gbps

ダウンロード側：2Mbps, 5Mbps, 1Gbps (3000人/60分)
点線は 1Gbps (3000人/20分)

グラフのデータを得るために作成した Pythonのプログラムを載せておく．

# 1: 各人のダウンロードデータ量（正規化）
# n: 人数 (integer) = 時間（ステップ数, integer）
# p: 配信能力（1以下） n/p: 最低必要時間
# q: 受け手能力（1以下) 1/q: 受け手最小ステップ数 (real>=1)

# ni: ダウンロード開始済み人数 　 tn: ダウンロード中の人数
# u: 1ステップでの転送量
# v[k][i] : k番目の人の開始して iステップ後の残量
# r[k] : k番目の人のダウンロードに要するステップ数
# n[i] : iステップ後の同時ダウンロード人数

# Example : 受け手 5M bps (10人ずつ束にしてみる： 1.5GB x 300人）
# 150MB 2h=7200sec, 3000人=300x10, 1 hour: p=4000/3000/2=2/3

# 1hour = 3600sec /300 = 12sec, q = 5*12/8/150=1/20 (12*20=240sec=4min)

# (n,p,q) = (300,2/3,1/20)
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def loading_time(n, p, q, tm=10000):

v, nn, r = [], [], []

i = j = 0 # i:ステップ目 j:ダウンロード完了人数
while(i < tm):

ni = min(i, n)

if (tn := ni - j) > 0:

u = min(p/tn, q)

k = j

while(k < ni):

s = v[k][-1] - u

if s <= 0:

j = k + 1

if ni > j:

u -= s/(ni - j)

s = 0

v[k].append(s)

k += 1

if i < n: # 新たに参入あり
v.append([1])

nn.append(tn + 1)

else:

nn.append(tn)

if tn == 0:

break

i += 1

r=[len(s) - 1 for s in v]

return [v, r, nn] # [残量 [人][時], 時間 [人], 人数 [時]]

注意 2．ファイルのダウンロード時間の問題は，連続化極限で∫ v(t)

t

p dt

C +
∫ t
u(t)mdt

= 1 (0 ≤ t ≤ v(t), t ≥ 0) (1)

という方程式で記述されると考えることができる．これは時刻 tでダウンロードを開始し
た者が満たす関係式とみなせる．
ここで，p(t)は送出能力，m(t)は参入密度，v(t)は時刻 tでダウンロードを開始した者

のダウンロード終了時刻，さらに，時刻 t(≥ 0)において，ダウンロード開始時刻が u(t)

以降の者がダウンロード未終了として u(t)を定める．u(t), v(t)は単調増加関数で

u(t) = inf
{
s ≥ 0 | v(s) ≥ t

}
(2)

を満たし，互いに逆関数となっている．なお，u(t)のみの方程式∫ t

u(t)

p dt

C +
∫ t
u(t)mdt

= 1 (0 ≤ u(t) ≤ t, t ≥ v(0)) (3)

の形にも表せる．w(t) := v(t)− tは時刻 tでの参入者のダウンロード所要時間となる．
時刻 tまでの参入量は

∫ t
0 mdtとなり，時刻 u(t)までの参入量が既にダウンロード完了

なので，M(t) =
∫ t
u(t)mdtが渋滞量（送信中の人数の連続化）となる． p

C+M が相対転送
速度で，（各人の）ファイルサイズ（必要ダウンロードサイズ）は 1と正規化している．
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能力を超えたダウンロード要求は，p(t) < m(t)となる場合である22．
また，m(t) = +0で p(t)が定数 pのときのダウンロード所要時間は C

p である．
特に，(p,m,C)を (p̃, m̃, C̃)に置き換えたときに vが ṽになるとすると p̃ ≥ p, m̃ ≤ m,

C̃ ≤ C ならば ṽ ≤ vとなる23．
以下，p, mは tに依らない正の定数とする．
w(0) = v(0)であるが，0 ≤ t ≤ w(0)ならば u(t) = 0であるから，等式 (1)より∫ w(0)

0

p dt

C +mt
= 1

となるので，C > 0のときは
w(0) = C

m(e
m
p − 1) (4)

が分かる．さらに w(t)は tの増加関数となるが

lim
t→∞

w(t) =

∞ (p ≤ m)

C
p−m (p > m)

(5)

も分かる24．なお w∞ = C
p−m は

pw∞
C+mw∞

= 1 を満たすことに注意．
まず w(t)が tの単調増加関数となることを示そう．式 (1)を tで微分すると

v′(t)

C +m(v(t)− t)
− 1

C +m(t− u(t))
= 0 ⇒ v′(t) =

C +m(v(t)− t)

C +m(t− u(t))
, (6)

v′(0) =
C +mw(0)

C
= e

m
p (7)

を得るが，もし，[0, t0)で v′(t) > 1で v′(t0) = 1となるとすると，w(t) = v(t)− tは [0, t0]

で狭義単調増加で，上の等式に矛盾する（実際，t0 ≤ v(0)なら v(t0)− t0 > v(0) ≥ t0で，
t0 > v(0)なら v(t0)− t0 > v(u(t0))− u(t0)）．従って w(t)は狭義単調増加関数である．
さらに

1 =

∫ v(t)

t

p ds

C +m(s− u(s))
>

∫ v(t)

t

p ds

C +mw(t)
=

pw(t)

C +mw(t)

より，p > mならば w(t) < C
p−m．なお，(3)の微分からは，下式が得られる．

u′(t) =
C +m

(
u(t)− u(u(t))

)
C +m(t− u(t))

. (8)

先の例では，p(t) = p < m(t) = 1で，C = +0としすると，上式は

u′(t) =
u(t)− u(u(t))

t− u(t)
(9)

となるが，γ > 0を
1+γ
γ log(1 + γ) = 1

p (10)

22p(t) > m(t)が続いて渋滞量が減っても，それ以降で p(t) < m(t)が現れると再び渋滞量が増える．
23p̃ ≥ pは，p̃(t) ≥ p(t) (∀t ≥ 0)を意味する
24 em−1

m
= 1 + m

2
+ · · ·+ mn

(n+1)!
+ · · · < 1

1−m
= 1 +m+ · · ·+mn + · · · (0 < m < 1)
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で定めると25

u(t) =
t

1 + γ
, v(t) = (1 + γ)t, w(t) = γt, M(t) =

γt

1 + γ
(11)

が解となる． ∫ (1+γ)t

t

p dt

t− t
1+γ

=
p(1 + γ)

γ
log(1 + γ)

に注意．

21.91.81.71.61.51.41.31.21.11

4

3

2

1

0

図 3. (1p , γ)のグラフ

1
p → 1 + 0 ⇒ γ ∼ 2(1p − 1)
1
p → ∞ ⇒ γ ∝ e

1
p

表 4
1
p 傾き γ

1 0

1.048 0.1

1.216 0.5

1.386 1

1.5 1.397

2 3.922

3 15.801

注意 3. サーバー側の出口が 4000人分のデータを 2時間で送出可能な回線を利用して
いるとして，最初の 60分間に 3000人のダウンロード開始が集中した場合を考察した．こ
のデータ量は 90分間でサーバーが送出可能なデータ量である．サーバーがフルに回線を
使ってデータを送出していたとしても，開始 80分後の時点で，未送出データが 3000

9 人分
以上ある．よって，その時点でダウンロード中の人数はそれ以上となり，ダウンロードに
20分以上かかる者が 334人以上いることが分かる（30分以上かかる者もいる）．

サーバーから限られた速度の回線を使って，多くの者がファイルをダウンロードする場
合のダウンロード時間の問題は，以下のような問題とほぼ同じなので，ダウンロードにか
かる時間の問題が理解しやすいであろう．

問題（フェリーの運航）. 大きな川のA地点から対岸のB地点に人を運ぶフェリーの運
航の問題を考えよう．
1艘は 100人乗りで，動力を持っているのは 1艘のみで，乗船者が多いときは他の動力
なしのフェリーを曳航して，客を運ぶこととする．
1艘の動力つきのフェリーがA地点で客を乗せ対岸のB地点に客を運んで戻ってくるの
に 15分かかるとする．たとえば，客を乗せB地点に渡って降ろすのに 10分，戻るのに 5

分とする．
乗船客が 100人を超え，200人までなら，曳航されるフェリー１艘が必要で，このとき
は 30分（20分+10分）かかるとする．フェリーが 3艘なら 45分，というように比例した
時間がかかるとする．

25f(x) = (1 + 1
x
) log(1 + x) とおくと f(+0) = 1，f ′(x) = 1

x
− 1

x2 log(1 + x) = 1
x2 (x − log(1 + x)),

f ′(+0) = 1
2
, f ′(x) > 0 (x > 0) より，f(x)は単調増加関数で，f([0,∞)) = [1,∞)．
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フェリーの運航（出発時刻）は，朝 8時から夕方 18時までとする．また，乗船時刻は
15分刻みで，出発時刻にA地点にいる客は全てのフェリーを使って全員乗船させて B地
点に運ぶものとする．2艘以上での運航があると，15分後にA地点に戻ってこないので，
そのときは欠航で客はフェリーが戻ってくるまでA地点で待っているものとする．

15分ごとに 100人運べるので，1時間に 400人，10時間では 4000人運べる．

考察. 客が非常に少ないとき，たとえば，どの 15分間をとってもA地点に来る客が 100

人以下なら，動力つきフェリー 1艘で運行が出来るので，客は 10分でA地点からB地点
に渡れる（待ち時間を含めて 10分～25分）．

1日の客が 4000人に近づくとどういう事態が生じるかは明かであろう．
8時から 9時は客が少なく，15分おきに運行できたとして，9時から客が増えだしたと

する．9時 15分発を待っている客が，100人を超え 200人以下となったとする．2艘で運
行することになったので（120人なら 60人ずつのグループに分けるなどとするであろう），
フェリーが戻ってくるまで 30分かかり，9時半発は欠航になる．このときの客は A地点
から B地点に行くまで，20分～15+20=35分となる．
次に乗れるのは 9時 45分であるが，（平均では 15分で 100人に近いのだが，混む時間な
ので）この 30分間に 200人を超え 300人以下が A地点に来たとすると，3艘での運行に
なり，次の運行は 45分後の 10時半となる．9時 45分発に乗った客がA地点から B地点
に渡るのにかかる時間は，30分～30+30=60分となる（少なくとも 1艘運行に戻ることは
なさそう）．
9時 45分以降，10時半までの 15×3=45分間にA地点についた客が 100×3=300人を超
えると.... とどんどん状況は悪化する．9時以降午前中は，15分間に来る客が 100人を少
し超えているとして考えてみよう．すると，1回の運行毎にフェリーが 1艘づつ増えてい
き，渡るのにかかる時間も等差的に増えていく．

結論. A地点に客が平均して少ない人数で来てくれれば問題は生じないが，ばらつき（濃
淡）が生じると密になる時間のあたりで客がどんどん貯まってきて，とんでもないことに
なっていく．十分余裕がないと，このようなとんでもないことが普通は起こってしまう．
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