
93

自然数の負の奇数ベキの無限和の収束とその誤差

城西大学 数理・データサイエンスセンター 大島利雄

1 はじめに
高校数学の教材で [1]に，級数 AN = 1

12
+ 1

22
+ · · · + 1

N2 の N → ∞での収束の様
子を Geogebraを使って視覚的に見せるというものがあった．それに関連して [2]では，
BN = AN + 1

N ＋ 1
2

を考えると，単調減少して同じ収束値に近づくので挟み撃ちで収束の
様子が分かりやすいのではないか，というコメントとともに，より高次の近似式を与えた．
さらにより一般のAk,N = 1

1k
+ 1

2k
+ · · ·+ 1

Nk に対しても同様の考察が可能なことを述べ，
A3,N について高次の近似式を具体的に与えた．
このノートでは A2m+1,N (m = 1, 2, . . . ) に対して高次の近似式を具体的に与える．

A2m,N のN → ∞での収束値 ζ(2m)は具体的に分かっていること，また，A2m,N の方が
高次近似式がより複雑になることから，A2m+1,N のみを考察した．

2 ζ(3)の場合
最初に ζ(3) = 1

13
+ 1

23
+ 1

33
+ · · · の収束とその誤差を調べた [2]を復習する．まず

(k − 1)!2

n3(n2 − 1) · · · (n2 − (k − 1)2)
=

(k − 1)!2

n(n2 − 1) · · · (n2 − k2)
− k!2

n3(n2 − 1) · · · (n2 − k2)
(1)

に注意しよう．k = 1, 2より
1

n3
=

1

n(n2 − 1)
− 12

n3(n2 − 1)
=

1

n(n2 − 1)
− 12

n(n2 − 1)(n2 − 22)
+

(2!)2

n3(n2 − 1)(n2 − 22)

が得られる. より一般に (1)を帰納的に適用すれば次式が得られる．
1

n3
=

1

n(n2 − 1)
− 1

n(n2 − 1)(n2 − 4)
+ · · ·+ (−1)k−1 (k − 1)!2

n(n2 − 12) · · · (n2 − k2)

+ (−1)k
k!2

n3(n2 − 12) · · · (n2 − k2)
.

(2)

一方，正整数 k, nに対して

(n)k := n(n+ 1) · · · (n+ k − 1) (3)

とおくと
1

(n)k
− 1

(n+ 1)k
=

k

(n)k+1

であるから, N ≤ M を満たす自然数M , N に対し
M∑

n=N

k

(n)k+1
=

1

(N)k
− 1

(M + 1)k
,

∞∑
n=N

1

(n)k+1
=

1

k(N)k



となるので
∞∑

n=N+1

1

n(n2 − 1) · · · (n2 − k2)
=

∞∑
n=N+1

1

(n− k)2k+1
=

1

2k(N − k + 1)2k

=
1

2kN(N + k)(N2 − 12) · · ·
(
N2 − (k − 1)2

)
<

1

2k(N − k + 1)2k
(N ≥ k)

(4)

が分かる．これを (2)に適用すると，m ≥ kならば

(−1)k
( ∞∑
n=N+1

1

n3
−

k−1∑
j=0

(−1)jj!2

2(j + 1)N(N + j + 1)(N2 − 12) · · ·
(
N2 − j2

)) > 0. (5)

そこで

B
(k)
N :=

N∑
n=1

1

n3
+

k−1∑
j=0

(−1)jj!2

2(j + 1)N(N + j + 1)(N2 − 12) · · · (N2 − j2)
(6)

とおくと, (5)および (5)と (4)の kを k + 1に置き換えた式より

0 <(−1)k
( ∞∑
n=1

1

n3
−B

(k)
N

)
<

k!2

2(k + 1)(N − k)2k+2
(0 ≤ k < N) (7)

が得られる．
特に k = 2とすると

0 <
∞∑
n=1

1

n3
−
( N∑
n=1

1

n3
+

1

2N(N + 1)
− 1

4N(N + 2)(N2 − 1)

)
<

2

3(N − 2)6
(N > 2).

たとえば，ζ(3)とA100 :=
1
13

+ 1
23

+ · · ·+ 1
1003
との差は 5× 10−5程度であるが，4 次まで

の近似A100 +
1

2×100×101 −
1

4×100×102×(10000−1) では，差は 6.5× 10−13程度に小さくなる．

3 ζ(2m+ 1)の場合
xが 3以上の一般の奇数の場合の ζ(x)について，前節の ζ(3)と同様な考察をしよう．そ

のために (2)を一般化した以下の命題を示す．
命題. 正整数 k, m, n に対し

Fm(n, k) :=
1

n2m+1(n2 − 12)(n2 − 32) · · · (n2 − k2)
=

1

n2m(n− k)2k+1

とおくと，n > m+ kのとき
Fm(n, 0) = F0(n,m)−Km,1F0(n, 1 +m) +Km+1,2F0(n, 2 +m)− · · ·

+ (−1)kKm+k−1,kF0(n, k +m)

− (−1)k
(
(1 + k)2Kk,kFm(n, 1 + k) + · · ·+ (m+ k)2Kk+m−1,kF1(n,m+ k)

)
,

Km,k :=
∑

I⊂{1,2,...,m}
#I=k

∏
i∈I

i2, Km,0 = 1 (0 ≤ k ≤ m). (8)
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証明. まずKm,kに対して成り立つ漸化式を示す．すなわち，I の最大元に注目すると

{I | I ⊂ {1, . . . ,m}, #I = k} =

k∪
i=1

{I ∪ {m− i+ 1} | I ⊂ {1, . . . ,m− i}, #I = k − 1}

が分かるから

Km,k = m2Km−1,k−1 + (m− 1)2Km−2,k−1 + · · ·+ (k − 1)2Kk−1,k−1. (9)

また
Fm(n, k − 1) = Fm−1(n, k)− k2Fm(n, k)

より
Fm(n, 0) = F0(n,m)− 12Fm(n, 1)− 22Fm−1(n, 2)− · · · −m2F1(n,m),

Fm−i+1(n, i+ k) = F0(n,m+ k + 1)− (i+ k + 1)2Fm−i+1(n, i+ k + 1)

− (i+ k + 2)2Fm−i(n, i+ k + 2)− · · · − (m+ k + 1)2F1(n,m+ k + 1)

= F0(n,m+ k + 1)−
m∑
j=i

(j + k + 1)2Fm−j+1(n, j + k + 1).

ここで (9)に注意すると
m∑
i=1

(i+ k)2Ki+k−1,kFm−i+1(n, i+ k)

=

m∑
i=1

(i+ k)2Ki+k−1,k

(
F0(n,m+ k + 1)−

m∑
j=i

(j + k + 1)2Fm−j+1(n, j + k + 1)
)

= Km+k,k+1F0(n,m+ k + 1)−
m∑
j=1

j∑
i=1

(i+ k)2Ki+k−1,k(j + k + 1)2Fm−j+1(j + k + 1)

= Km+k,k+1F0(n,m+ k + 1)−
m∑
j=1

Kj+k,k+1(j + k + 1)2Fm−j+1(n, j + k + 1).

Ki−1,0 = 1に注意し, k = 0, 1, 2, . . .としてこの関係式を順次適用すると

Fm(n, 0) = F0(n,m)−
m∑
i=1

i2Ki−1,0Fm−i+1(n, i)

= F0(n,m)−Km,1F0(n,m+ 1) +

m∑
i=1

(i+ 1)2Ki,1Fm−i+1(n, i+ 1)

= F0(n,m)−Km,1F0(n,m+ 1) +Km+1,2F0(n,m+ 2)

−
m∑
i=1

(i+ 1)2Ki+1,2Fm−i+1(n, i+ 2) = · · ·

= F0(n,m)−Km,1F0(n, 1 +m) +Km+1,2F0(n, 2 +m)− · · ·
+ (−1)kKm+k−1,kF0(n, k +m)

− (−1)k
(
(1 + k)2Kk,kFm(n, 1 + k) + · · ·+ (m+ k)2Kk+m−1,kF1(n,m+ k)

)
.

よって命題が示された．
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前節 (4)で示したように
∞∑

m=N+1

F0(n,m+ k) =
1

2(m+ k)N(N +m+ k)(N2 − 12)(N2 − 22) · · · (N2 − (m+ k − 1)2)

であるから, 前節と同様にして
∞∑

n=N

1

n2m+1
=

1

2m(N −m+ 1)2m
− Km,1

2(m+ 1)(N −m)2(m+1)
+ · · ·

+ (−1)k
Km+k−1,k

2(m+ k)(N −m− k + 1)2(m+k)
− (−1)k

∞∑
n=N

m∑
j=1

(k + j)2Kk+j−1,k

(n− k − j + 1)2(k+j+1)

を得る．よって

定理. 整数 k, m, N が 1 ≤ m ≤ m+ k ≤ N を満たすとき，以下が成り立つ（cf. (8)）．

0 < (−1)k
( ∞∑

n=1

1

n2m+1
−
( N∑
n=1

1

n2m+1
+

k−1∑
j=0

(−1)jKm+j−1,j

2(m+ j)(N −m− j + 1)2(m+j)

))
<

Km+k−1,k

2(m+ k)(N −m− k + 1)2(m+k)

m = 1とするとKm+j−1,j = j!2であるから，前節の結果 (7)に一致する．
m = 2の場合に k = 0, 1, 2とすると

∞∑
n=1

1

n5
<

N∑
n=1

1

n5
+

1

4N(N + 2)(N2 − 12)
,

N∑
n=1

1

n5
+

1

4N(N + 2)(N2 − 12)
− 12 + 22 (= 5)

6N(N + 3)(N2 − 12)(N2 − 22)

<

∞∑
n=1

1

n5
<

N∑
n=1

1

n5
+

1

4N(N + 2)(N2 − 12)
− 12 + 22 (= 5)

6N(N + 3)(N2 − 12)(N2 − 22)

+
12 · 22 + 12 · 32 + 22 · 32 (= 49)

8N(N + 4)(N2 − 12)(N2 − 22)(N2 − 33)
(N > 3).

4 再び ζ(3)

(2)で，nを n+ 1
2 に置き換えると

1

(n+ 1
2)

3
=

k−1∑
j=1

(−1)j(j − 1)!2

(n+ 1
2)((n+ 1

2)
2 − 1) · · · ((n+ 1

2)
2 − j2)

+
(−1)kk!2

(n+ 1
2)

3((n+ 1
2)

2 − 1) · · · ((n+ 1
2)

2 − k2)
,

=

k−1∑
j=1

(−1)j(j − 1)!2

(n+ 1
2 − j)2j+1

+
(−1)kk!2

(n+ 1
2)

2(n+ 1
2 − j)2k+1

,
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1

(n+ 1
2 − j)2j+1

=
1

2j

( 1

(n+ 1
2 − j)2j

− 1

(n+ 1 + 1
2 − j)2j

)
であるから

(−1)k
( ∞∑
k=N

1

(n+ 1
2)

3
+

k−1∑
j=1

(−1)j(j − 1)!2

2j(N + 1
2 − j)2j

)
> 0.

一方

ζ(3) =
∞∑
n=1

1

n3
=

∞∑
n=1

1

(2n)3
+

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)3
=

1

8
ζ(3) +

1

8

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2)

3
,

ζ(3) =
1

7

∞∑
n=0

1

(n+ 1
2)

3
.

よって
(−1)k

(
ζ(3)−

N−1∑
n=0

1

7(n+ 1
2)

3
+

k∑
j=1

(−1)j(j − 1)!2

14j(N + 1
2 − j)2j

)
> 0,

(−1)j(j − 1)!2

14j(N + 1
2 − j)2j

=
(−1)j(j − 1)!2

14j
(
N2 − (12)

2
)(
N2 − (32)

2
)
· · ·

(
N2 − (j − 1

2)
2
) .

5 近似誤差
最後に，§4の高次補正を用いたときの，真の値との誤差を調べた表を以下に載せます.

表は，∑∞
n=0

1
n3 という無限和を 1000項まで計算したとき，ζ(3)と小数点以下 6桁程度

合うが（誤差が 10−6未満 10−7以上），その値に 10項の高次補正を行うと ζ(3)とは小数
点以下 54桁程度合う，ということを示す（ζ(3)∗は前節での近似式を使った場合）.

近似誤差の表
N N = 10 N = 100 N = 1000

補正項 0 1 2 5 0 1 2 10 50 0 1 2 10 100 500

ζ(3) 2 4 5 9 4 8 12 32 72 6 12 18 54 292 721

ζ(3)∗ 3 5 7 9 5 9 13 33 75 7 13 19 55 293 722

ζ(5) 4 6 7 9 8 12 15 34 75 12 18 23 57 294 721
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