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円錐曲線と反射光線に関する連動型 GeoGebra 教材とその効果
日本大学大学院 理工学研究科 室井龍二， 川口桃花， 鷲尾勇介，

日本大学理工学部 鷲尾夕紀子， 谷部貴一, 鈴木潔光, 利根川聡, 古津博俊， 平田典子1

1 はじめに
本稿においては，放物線という曲線が他の 2次曲線にはない特色を持つことに注目し，
放物線を題材として円錐曲線と反射光線に関する諸性質の確認を目的とした動的幾何教材
及び，授業実践に関して報告する．よく知られた題材ではあるが，数式による正確な証明
のみならず，無料ソフトウェアであるGeoGebraで作成した教材も活用した授業方法に関
して考察する．
受講者が自分の手で動的幾何教材をスマートフォン等で動かすことによって，授業に参
加する主体性を促すことを目指した試みと受講者の反応，そして今後に改善すべき点につ
いて述べたい．

2 授業デザイン
今回に実践した授業内容について述べる．受講者は都内にある私立大学理系学部の学生

であり，以下の二種類の授業を実施した．
(A) 数学の活用について述べるキャリアデザイン授業
(B) 教職課程設置の数学科教育法の授業
上記いずれの授業にも，高等学校の数学 Iの履修のみにて大学に入学した学部 3年生と，

高等学校で数学 IIIまで全てを履修して入学した学部 3年生が混在している．さらに学部
生であっても，数学を専門としない学科の学生も含まれていた．そして受講者の 2次曲線
の既習状況は揃っていなかった．そのために，授業 (A)，授業 (B) それぞれに対し以下の
ようにデザインした．
(A) 2次曲線に関しては初習の学生を対象者として想定した授業とする．以下に示すよ

うに離心率の定義を用いて 2次曲線を導入し，反射光線に関する 2次元の動的幾何
教材（GeoGebraにより作成）を用いて，放物線の式の意味を理解してもらうよう
にした．まず反射光線に関するクイズを問いかけ，その後に動的幾何教材を見せて
受講者に自分の手で動かすことをさせた後，再度同じクイズを問うた．放物面に関
し，Mathematicaによる 3次元教材も用いて簡単に説明したが，ソフトウェアの都
合でMathematica教材を受講者の手元で動かす機会は作れなかった．数式による定
義や厳密な証明は，命題 1として配布し紹介した．
授業 (A)は 2022年 6月，キャリアデザイン授業（受講者数 94名，90分間）として
実施した．
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(B) 2次曲線及び円錐曲線の定義に関し，既習者を対象として想定した授業とする．
授業 (B)は，2023年 1月に数学科教育法の授業（1回目の受講者数 28名・2回目の
受講者数 29名，各 90分間）で計 2回実施した．1回目の受講者と 2回目の受講者
との共通部分はなく，受講者数の合計は 57名であり，1回目の受講者は数学科の学
生，2回目の受講者は，数学科以外の学生向けである．授業 (B)の受講者の中には，
半年前の授業 (A)も受講していた者が 6割程度含まれたため，まず 2次曲線に関す
る定義及び，放物線と反射光線の性質の復習という第 1の目的，次いで円錐切断に
より 3種類の 2次曲線が現れることを確認させて，2次曲線と円錐曲線との関連を
意識させるという第 2の目的のもとに，2種類の幾何学的対象を連動させた 3次元
の動的幾何教材（GeoGebraにより作成）を用いて授業を行った．授業効果に関す
るアンケートも実施した．

3次元の場合，放物線を回転させた放物面の形のパラボラアンテナについては，軸に平
行に入射した電波を 1点に集められる効率の良さが知られている．しかしこの事実につい
ての授業での数式による証明は，残念ながら時間的にも内容的にも難しかった．半年前の
授業 (A)の 3次元Mathematica教材は教員しか動かせなかったことを反省して，授業 (B)

では受講者に 3次元 GeoGebra教材を自ら動作させ，考えさせることに時間を費やした．
そのため 3次元では GeoGebraによる体験授業を優先し，命題 1の 3次元版については，
直感的な動的幾何教材による解説のみにとどめることになった．
この 3次元版に関する数学的証明は，査読者の先生からのご指摘のとおり，本来ならば
時間をかけて数学的に厳密に授業したい内容であった．今後に機会があれば是非とも実施
したい．
また，ファイル配布方法に関するQRコード活用についても考察を実施した．

3 授業 (A)：2次曲線について
まず準備として，離心率 eを用いて以下のように 2次曲線を定義した [2][3]．
定義 1 a > 0とする．直線 y = −a（準線）からの距離と定点 (0, a)（焦点）からの距離
の比が 1 : e である点 (x, y)の軌跡を考える．その軌跡の方程式は

x2 + (1− e2)y2 − 2a(1 + e2)y + a2(1− e2) = 0 (1)

と表される．本稿では 2次曲線を方程式 (1)で定まる曲線で定義する．
授業 (A)では，離心率 eにより 2次曲線は以下のように分類されることを説明した．

1○ 0 < e < 1のとき：楕円 2○ e = 1のとき：放物線 3○ e > 1のとき：双曲線
2次曲線の準線に垂直で焦点を通る直線を 2次曲線の軸と名付けると，放物線ではこの

直線がいわゆる放物線の軸である．授業 (A)では，この軸に平行に入射した光が 2次曲線
で反射するとき，反射光の直線がどのような集まり方をするかという，問題を考察するこ
とにした．次の命題 1は放物線に限り，反射光が 1点に集まることを示す．
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命題 1 放物線の軸に平行に入射した光が放物線で反射すると，反射光線は放物線の焦点
と呼ばれる 1点に集まる．一方，楕円もしくは双曲線においては，軸に平行に入射した光
が楕円や双曲線で反射しても，反射光線が 1点には集まらない．
証明　
2次曲線 (1)上の点をA(x0, y0)とする．入射角 α ，反射角 βを図 1のように，2次曲線の
接線と入射する光の直線とのなす角，反射した後の光の直線とのなす角としてそれぞれ定
義する．点Aの x座標が x0 = 0であるときは入射する光の直線の方程式は x = 0であり，
入射角は 90◦である．従って反射角も 90◦であり，反射した後の光を表す直線の方程式は
x = 0である．これより 2次曲線上の点で反射した後の光の直線の全てが 1点で交わるな
らば，それは必ず y軸上においてである．このことから x0 �= 0の場合，反射後の光を表
す直線の方程式は x0, y0の値に依らず，y軸上の 1点を通る．すなわち，反射後の光が 1

点で交わるのは，反射後の光を表す直線の方程式の y切片が定数になる場合に限ることが
分かる．x0 �= 0の場合に 2次曲線の点A(x0, y0)で反射した後の光の直線の方程式を，点
A(x0, y0)での接線の方程式の傾きを用いて表そう．

図 1: 命題 1

2次曲線の対称性から x0 > 0としても一般性を失わない．2次曲線 (1)の点Aでの接線
の方程式の傾きをm1，点Aで反射後の光の直線の方程式の傾きをm2とすると，図 1より

tanα =
1

tan(90◦ − α)
=

1

m1
. (2)

また β = (90◦ − α) + (−γ)より，加法定理から
tanβ =

tan(90◦ − α) + tan(−γ)

1− tan(90◦ − α) tan(−γ)
=

m1 −m2

1 +m1m2

が従う．反射の法則から α = βとなるため，
tanα = tan β ⇐⇒ 1

m1
=

m1 −m2

1 +m1m2
. これよりm2 =

m2
1 − 1

2m1
. (3)

ここで 2次曲線 (1)のA(x0, y0) での接線の傾きを考える．(1)の両辺を xで微分して
m1 =

x0
a(e2 + 1) + (e2 − 1)y0

(4)
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を得る．これより，反射した後の光の直線の方程式は
y =

m2
1 − 1

2m1
(x− x0) + y0 .

∴ y =
x20 − {(e2 − 1)y0 + a(e2 + 1)}2

2x0{(e2 − 1)y0 + a(e2 + 1)} x+
e2(e2 − 1)y20 + 2a(e4 − 1)y0 + a2(e4 + e2 + 2)

2{(e2 − 1)y0 + a(e2 + 1)} .

(5)

ここで，e = 1，つまり放物線の場合を考える．反射した後の光の直線の方程式は
y =

x20 − 4a2

4x0
x+ a (6)

の形となり，A(x0, y0)の座標に依らず，定点 (0, a)を通るため，放物線で反射した光はた
だ 1点つまり焦点で集まる．
e �= 1のとき，つまり楕円や双曲線の場合について考える．反射した後の光の直線の方

程式 (5)の y切片
e2(e2 − 1)y20 + 2a(e4 − 1)y0 + a2(e4 + e2 + 2)

2{(e2 − 1)y0 + a(e2 + 1)} (7)

に着目すると，y0を変数として見たときに，(7)が定数になるための必要条件は分子の y20の係数が 0，つまり e2(e2 − 1) = 0となることである．しかし 0 < e �= 1より不成立．従っ
て，楕円や双曲線のときは反射した後の光の直線は 1点に集まらない． ��
以上で命題 1の証明は完了し，離心率 e = 1である放物線に限り，反射した後の光の直
線が 1点に集まることが示せた．しかしながら命題 1の証明の数式変形は直感的には理解
されにくいと推察された．
そのためこの現象を平易に理解できるような 2次元の動的幾何教材を考察し，授業 (A)

では以下の節で示すものを受講者に見せ，最初にクイズ形式で問い，次に，数学的な証明
を与えることにした．

4 授業 (A)：動的幾何教材
授業 (A)では，最初に以下のクイズ１を受講者に発問した．次いで動的幾何教材を各自

で動かしてもらった後に，改めて同じクイズに答えてもらった．2次曲線の定義や性質に
関する命題 1 の紹介後に，アンケートも実施した．ここではまずクイズ１に対し動的幾何
教材の活用前後の正答率の変化について述べる．
命題 1の反射光線の性質を確認させる教材としては，図にあるGeoGebra教材を用いて，
放物線の場合に反射光線が 1点に集まることを確認させ，楕円，双曲線については，反射
光線が 1点に集まらないことも体験してもらった．言うまでもなく円も楕円の一種ではあ
るが，誤答として誘導しやすいと考え，クイズの選択肢として導入した．
まず，最初に以下のクイズ１を受講者に問うた．
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るが，誤答として誘導しやすいと考え，クイズの選択肢として導入した．
まず，最初に以下のクイズ１を受講者に問うた．
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【クイズ１】
曲線に対して，真上から垂直に光を入射させる．そのとき，曲線で反射した光が 1点に集
まるものがある．それはどの曲線かを答えなさい．
1○ 放物線 2○ 双曲線 3○ 円 4○ 楕円
また数学的な証明は時間の都合で省いてしまったが，パラボラアンテナの紹介のため，

2次元の放物線を軸で回転させてできる 3次元の放物面についてクイズ２を問うた．
【クイズ２】

放物面に対して，反射した光が同じように 1点に集まるかどうかについて，答えなさい．
1○ 放物面では 1点に集まらない
2○ 放物面では場所によっては集まる
3○ 放物面でも 1点に集まる
4○ 知られていない
クイズ１は「 1○放物線」，クイズ２では「 3○放物面でも 1点に集まる」が正解となる．

これらのクイズについては，まず動的幾何教材なしに受講者に答えてもらい，その後に動
的幾何教材を提示して受講者に動かしてもらった後，クイズに再度，答えてもらった．そ
の動的幾何教材の図を紹介する．

図 2: 反射光線 (放物線) 図 3: 反射光線 (双曲線)

図 4: 反射光線 (円) 図 5: 反射光線 (楕円)

上記の図はクイズ１に関し，2次曲線での光の反射の様子を表した動的幾何教材である．
クイズ１の選択肢順と同じく，図 2から図 5がそれぞれ放物線，双曲線，円，楕円であり，
いずれもGeoGebra で作成したものである．クイズ後に命題 1により，放物線で反射光線
が 1点に集まり，双曲線や楕円では反射光線は 1点に集まらない数式証明も与えている．
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図 6の円グラフは，GeoGebra教材の活用前後における正答率の変化を表す．動的幾何
教材の使用後では，クイズ１の正答率が使用前の 23％から 91％へ向上した．視覚的に現
象を捉えられ，ある程度は理解が進んだと考えている．

図 6: クイズ１の動的幾何教材 活用前後の正答率
クイズ２のための放物面に関する 3次元動的幾何教材としては，Mathematicaで作成し

た次の図 7のものを用いた．Mathematicaは有料であり，今回は教員が動かして見せるだ
けに限定されてしまったが，高度な数式を入力できるという長所がある．

図 7: 放物面に関する動的幾何教材
図 7の動的幾何教材の活用前後におけるクイズ２の正答率は，図 8の円グラフで示され
るように，正答率は 70％から 87％へと，少しだけ向上した．

図 8: クイズ２の動的幾何教材 活用前後の正答率
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5 授業 (B)：円錐曲線と連動するGeoGebra教材
よく知られているように，2次曲線は円錐を平面で切断したときの切り口に表れるため，

円錐曲線とも言われる．円錐の母線と円錐を切り取る平面とのなす角により，切り口に現
れる 2次曲線は図 9から図 12のように変化する．切り取る平面が母線と平行の場合に現
れる 2次曲線が放物線である．そうでない場合の切り口の曲線の形状はそれぞれ円，楕円，
双曲線と変化する．

図 9: 円錐曲線（円） 図 10: 円錐曲線（楕円）

図 11: 円錐曲線（放物線） 図 12: 円錐曲線（双曲線）
授業 (B)では第 2節に述べた通り，円錐切断により 3種類の 2次曲線が現れる円錐曲線

の学習及び，第 4節に述べた 2次曲線の反射問題の復習という 2つの目的のもと，2種類
の幾何学的対象を連動させた 3次元のGeoGebra教材による授業を実施し，円錐曲線につ
いて受講者に自ら手を動かしてもらって確認させた．
第 2節に前述の通り，授業 (B)の受講者の 6割が授業 (A)を既に受講しており，2次曲線

の定義と 2次元の反射光線問題に関する知識があったため，我々は空間図形と平面図形を
リンクさせ，反射光線問題及び円錐曲線問題の双方を連動させて動かせるような図 13か
ら図 15の動的幾何教材を作成したのである（[1]ではこの部分の考察は実施していない）．
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残念なことに，数式を用いて円錐曲線の定義と解説を与えるためには，査読者の先生の
ご指摘のとおり，かなりハイレベルの数式変形を必要としてしまい，この授業内では時間
的にも内容的にも困難であると思われた．そのためにGeoGebra教材にのみ依存する授業
内容になってしまった．この点は次回以降の授業で改善したい．
この教材の使い方を説明しよう．最初に図 13上のスライダーを動かし，画面右側の円

錐（緑色）を，回転軸として x軸を選んで回転させる．円錐を切り取る平面を x-y平面と
設定し，円錐と x-y平面との交線を切り口の曲線とみなす．

図 13: 二画面が連動する教材（放物線） 図 14: 二画面が連動する教材（双曲線）

図 15: 二画面が連動する教材（楕円）
ここで円錐のほうを動かし，x-y平面を切り取る平面として固定することで，画面左側

の平面図形を表すグラフィックビューの画面において，見やすい 2次曲線の図を出現させ
られることが，この教材の特色である．円錐の母線と x-y平面が平行になっているため，
切り口には放物線（青色）が現れている．これは画面左側にも画面右側にも同時に現れる．
切り口に 2次曲線が現れた後は，上のスライダーには触れない．次に下のスライダーを 0

から 1にすると，2次曲線に入射する光の直線（赤色）と，反射した後の光の直線（橙色）
が出現する．
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画面左側のグラフィックビュー画面の 2次曲線上の点を動かすことで，反射した後の光
の直線が複数現れ，その集まり方を観察することができる．図 13では 2次曲線としての
放物線が現れており，反射後の光の直線が 1点に集まっている命題 1の主張を実際に見て
取ることができる．円錐が x-y平面で切り取られたときの切り口の曲線が双曲線や楕円に
なる場合についても，同様の操作を行うことで，1点には決して集まらない様子を観察す
ることができる（図 14，図 15）．
受講者は曲線上の点を自分の手でスライドして，反射した後の光の直線（橙色）がどの
ように交わっているかを確認することができる．命題 1 で示した通り，放物線のみにおい
て光が 1点に集まり，双曲線，円，楕円では 1点に集まらない様子を受講者が発見できた
様子で，2次曲線の反射問題に対する命題 1の定着にも役立ったと考えている．
さらに，次のアンケート１を受講者に対して実施した．その結果は図 16の通りである．

ある程度は教育効果があったのではないかと考えている．
特に授業 (B)では，受講者が楽しそうにGeoGebra教材を動かしていた様子が印象的で

あった．
【アンケート１】

GeoGebra による動的幾何教材を導入することで，問題の答えが分かりやすくなりまし
たか．
1○ 分かりやすい 2○ やや分かりやすい 3○ あまり分からない 4○ 全く分からない

図 16: アンケート１の結果

6 QRコードの活用について
いわゆる Z 世代の声を聞いた上で，我々はQRコード活用についての試みを追加した．

QRコード経由のGeoGebra 教材ファイル配布には，あらかじめ自分の作成した教材ファ
イルをGeoGebra 教材サイトに upload しておき，そのHTMLサイトのURLをQRコー
ドに変換したものを作る作業だけを要する．
いまや現実的なQR コード配布手段は画像を LINEで送る等であり，スマートフォンや
タブレットをかざしてアクセスする世の中になった．電車の中でも可能である．
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スマートフォンにGeoGebraがインストールされていない場合でも，GeoGebra 教材サ
イトにQRコード経由でアクセスすれば，インターネット上のやり取りだけでGeoGebra

教材を十分に動かせるのである．そのQRコードを並べた図 17を，教室のスクリーンで
各授業の受講者に見せ，スマートフォンで読み取ってもらった．
QRコードは PCやワークステーション端末のない教室や，通学途中でも読み取れる．

『授業は教室で行うもの』という考え方以外での新しい使い方が広まる可能性も考えたい
という動機に基づいた試行である．難しい数学の説明を要しない場合に，このような授業
形態が機能する可能性もあるかもしれない．これらの理由により，GeoGebra 教材の配布
方法に関し，受講者に教材をインターネット経由でファイル送付により配布すること，及
び，QR コードを経由して配布することの二通りの配布方法を各授業で試行し，比較した．

図 17: QRコードによる教材の提示
まずファイル配布とQRコードによる配布について，受講者側のメリットとデメリット

を考え，列記した．その上で，GeoGebra教材を授業で用いる際のGeoGebra教材ファイ
ルの配布方法に関して，次のアンケート２を実施した．

メリット デメリット
ファイル送付に
よる配布

�ファイルを直接保存可能 �インターネット環境のみならず，
前もってGeoGebraをPCにインス
トールすることが必要

�ファイルの編集ができる �重いファイルの受信になる
QRコード配布 �教材が一瞬で開ける �PCでは読み取りにくい
　　 �GeoGebra 投稿サイトのURLを

QRコードにするだけで配布が楽
�その場での保存や編集が簡単に
はできない

【アンケート２】
GeoGebraファイルの配布方法について，次のどちらが自分の意見に近いですか．

1○ GeoGebraソフトウェアをインストールする手間を省いた，スマートフォンでも可能な
QRコード読み取りによる配布が良い．
2○ PC及びGeoGebraソフトウェアを用意してもらってから，ファイル送付による配布を
した方が良い．
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図 18: アンケート２の結果
アンケート２の結果では図 18のように， 1○のQRコード読み取りによる配布を希望す

る受講者が 87％を超え， 2○のファイル送付による配布を希望する割合を大幅に上回った．
今回はその場でGeoGebra教材を操作するだけであったため，スマートフォンやタブレッ
トで簡単に読み取ることができ，操作を始めるまでの時間がかからないことを受講者が重
視したのかもしれない．

7 まとめと今後の展望
今回の授業実践においては，日常生活と結び付いた内容のGeoGebra教材を取り入れた．
アンケート１の結果より，受講者全員が，やや分かりやすい，または，分かりやすいと回
答していることから数式や文章を眺めるだけでは理解しにくい問題であっても，動的幾何
教材の導入により，問題の理解にある程度，効果があったかもしれないと思われる．
加えてスマートフォンやタブレットが日常になっている，いわゆるZ世代の受講者が対

象であったせいか，アンケート２のように事前インストールの不要な教材QRコードによ
る配布が，一定の割合で好まれることも見えてきた．
数式で厳密な証明を与えたあとに動的幾何教材により理解を深める，或いは最初に動的

幾何教材を用いたのちに数学的な内容の説明を実施する，などの順番についても，査読者
の先生から重要なご指摘をいただいた．今後の授業実践に関して活かさせていただきたい
と考えている．

8 高遠節夫先生の動的幾何教材
今回も高遠節夫先生から，極めて高度で素晴らしい動的幾何教材で HTML上で動かせ

るものを多数，ご教示いただいた．
この場で是非ともご紹介させていただきたい．数学的に深い示唆に富み，スマートフォ
ンやタブレットにおいて指で動かすことができるものである．ソフトウェアの事前インス
トールも不要であり，QRコードによっても簡単にアクセスできるため，今後の授業構成，
及び教材作成の指針にしたいと考えている．
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[i] 離心率 eの値をスライダで変化させたときの曲線の変化を見る動的幾何教材：
https://s-takato.github.io/ketcindysample/misc/offline/parabolaejsoffL.html

[ii] 放物線で軸に平行な光線が焦点に集まる 2次元動的幾何教材：
https://s-takato.github.io/ketcindysample/s06animation/offline/s0610parabolafocusjsoffL

[iii] 楕円で焦点から出る光線が他の焦点に集まる 2次元動的幾何教材：
https://s-takato.github.io/ketcindysample/s06animation/offline/s0608ellipsefocusjsoffL

[iv] 双曲線で焦点から出る光線が他の焦点から出たように反射する 2次元動的幾何教材：
https://s-takato.github.io/ketcindysample/s06animation/offline/s0609hyperfocusjsoffL

今後は今回に構築した教材の他にも，日常生活との結びつきのある数学の題材を探索
して，受講者が主体的・能動的に考えられるような教材の考察のみならず，受講者にも
GeoGebra教材作成そのものの面白さを伝えることを，併せて試みたい．
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