
量子情報理論と不確定性関係

(Quantum Information Theory and Uncertainty

Relation)

柳　研二郎

1 はじめに

2016年 3月に山口大学を定年退職し, 4月から城西大学理学部数学科に
客員教授としてお世話になることになり, 2024年 3月で退職となります．
その間の 8年間理学部数学科の教育に携わってきました．国立大学と私立
大学の違いに当初はとまどうことが多々ありましたが徐々に慣れてきて教
育研究を行うことができました．しかし 2020年度からは新型コロナウィ
ルス感染予防のためリモート授業やリモート会議になりまして, それに対
応するためにたいへん苦労した記憶があります．また 23号館が新しく建
設され数学科の環境もずいぶんよくなり, 将来に向けて発展していくこと
を切に祈っています．2023年 1月に数学科内で講演会を開催していただ
きました． 量子情報科学の宣伝も兼ねて講演した内容をまとめてみたい
と思います． さらに量子力学特有の現象である不確定性関係について最
近までの結果を紹介します． 最後に平均に関する様々な不等式について
の最近の結果を述べます．

2 量子情報理論

一般に物理系の量子状態を表す密度作用素 ρ は trace 1 の正作用素で
ある．特に ρ が純粋状態を表す場合には ρ2 = ρ を満たす射影作用素であ
る．混合状態

ρ =
∑
j

πj |ϕj⟩⟨ϕj |

における状態 {|ϕj⟩} の混合の度合いは

S(ρ) = −Tr[ρ log ρ]
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で定義され von Neumann entropy と呼ばれている．特に ρ のスペクト
ル分解を

ρ =
∑
j

λj |ψj⟩⟨ψj |, 0 ≤ λj ≤ 1,
∑
j

λj = 1

とすると
S(ρ) = −

∑
j

λj log λj

で表され，これは古典情報において Shannon entropy と同じ式を与える
ことがわかる．次に２つの非可換な密度作用素 ρ, σ の相対エントロピー
は Umegaki [33] によって次のように定義された．

S(ρ∥σ) = Tr[ρ(log ρ− log σ)]

von Neumann entropy や relative entropy の主な性質は次のようにまと
められる．

Proposition 2.1 次の (1) ～ (6) が成り立つ．

(1) S(ρ) ≥ 0, また S(ρ) = 0 ⇔ ρ : pure state

(2) dimH = d のとき S(ρ) ≤ log d. また S(ρ) = log d ⇔ ρ = 1
dI

(3) ρ が合成系 AB 上の pure state のとき S(ρA) = S(ρB),

ただし ρA = TrB[ρ] (partial trace), ρ
B = TrA[ρ]

(4) S(ρ∥σ) ≥ 0, また S(ρ∥σ) = 0 ⇔ ρ = σ

(5) p = {pj} を確率とすると
∑
j

pjS(ρj) ≤ S(
∑
j

pjρj) ≤
∑
j

pjS(ρj) +H(p),

ただし H(p) は Shannon entropy を表す．

(6) 0 ≤ λ ≤ 1 に対して

S(λρ1+(1−λ)ρ2∥λσ1+(1−λ)σ2) ≤ λS(ρ1∥σ1)+(1−λ)S(ρ2∥σ2)

量子情報の場合にも古典情報と同様に, 条件付きエントロピー，相互情
報量等が定義される．合成物理系 AB 上の密度作用素を ρAB とおくと物
理系 A 上の密度作用素 ρA および物理系 B 上の密度作用素 ρB は次のよ
うに与えられる．

ρA = TrB[ρ
AB], ρB = TrA[ρ

AB]
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ρAB, ρA, ρB の entropy をそれぞれ S(A,B), S(A), S(B) とおく．このと
き条件付きエントロピーは

S(A|B) = S(A,B)− S(B)

で定義される．また相互情報量は

S(A : B) = S(A)+S(B)−S(A,B) = S(A)−A(A|B) = S(B)−S(B|A)

で定義される．古典情報の場合には条件付きエントロピーは非負である
が，量子情報の場合には必ずしも非負であるとは限らない．例えば ρAB

が pure state でかつ entangled state のときには S(A|B) < 0 であるか
らである．

3 量子通信路の容量

量子通信路にはいくつかのモデルがある．ここでは利用されるモデルと
して入力列に依存して出力列の分布が変化する量子情報源として量子通信
路を記述する．H を情報伝達の物理系を表すHilbert 空間とする．簡単の
ため dimH < ∞ と仮定する．ここでは扱われる量子通信路は写像

X ∋ i → ρi

である．ただし X = {1, 2, . . . , a} は入力アルファベットの集合であり
ρi (i = 1, 2, . . . , a) は H 上の密度作用素である．通信路の n 次拡大に関
する符号-復号系は次のように表現される．各メッセージk ∈ {1, 2, . . . ,Mn}
は codebook

C(n) = {u1, u2, . . . , uMn} ⊂ X n

における符号語 (codeword) uk = ik1i
k
2 · · · ikn に符号化され，H⊗n 上の密

度作用素である
ρuk = ρik1

⊗ ρik2
⊗ · · · ⊗ ρikn

に写される．復号過程は {0, 1, . . . ,Mn}の中に値を取るH⊗n 上の量子観測
量である．ここでは 0はダミーの indexであり，量子観測量は

∑Mn
k=0Xk =

I を満たすH⊗n 上の非負作用素の集合

X(n) = {X0, X1, . . . , XMn}

によって表される．符号化と復号化過程の対 (C(n), X(n)) が伝送レート

Rn = log
Mn

n
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をもった符号と呼ばれる．以降混乱することがない限り添え字 n は省略
する．. メッセージ ℓ が送られたとき復号器が k を検出する確率は

P (k|ℓ) = Tr[ρuℓXk]

で与えられる．すべてのメッセージが等確率で生起すると仮定すれば，符
号 (C, X) の平均誤り確率は

Pe(C, X) = 1− 1

M

M∑
k=1

Tr[ρukXk]

で与えられている．平均誤り確率の最小値を次のように書く．

Pe(Mn, n) = min
C

min
X

Pe(C, X).

そのとき通信路の容量は

0 ≤ R < C なる任意の R に対して limn→∞ Pe(enR, n) = 0

R > C なる任意の R に対して limn→∞ Pe(enR, n) ̸= 0

を満足する数 C として定義される． π = {π1, π2, . . . , πa} をX 上の確率
分布とし量子相互情報量を

I(π) = S(ρ̄π)−
a∑

i=1

πiS(ρi)

で定義する．ただし ρ̄π =
∑a

i=1 πiρi であり，また S(ρ) = −Tr[ρ log ρ]

(von Neumann entropy) である．このとき量子通信路容量 C は次のよう
に定式化される．.

Theorem 3.1 (Holevo [17], Schumacher and Westmoreland [32])

C = max
π

I(π).

さらに次のような strong converse theorem が得られている．

Theorem 3.2 (Ogawa and Nagaoka [27], Winter [36]) R > C な
らばどんな符号を用いても，符号長 n を大きくしたとき，復号誤り確率
Pe(enR, n) は 1 に漸近する．
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この定理の証明に関連して量子信頼性函数の性質に興味がある．古典の場
合には Arimoto [1] によりたいへん技巧的な証明がされているが，量子の
場合には部分的にしか得られていない．

Theorem 3.3 (Fujii-Nakamoto-Yanagi [4])

µ(π, s) = − log Tr



(

a∑
i=1

πiρ
1

1+s

i

)1+s



は 0 ≤ s ≤ 1 で凹函数である．

最近次の結果が Theorem 3.3 とは別の方法で得られている．

Theorem 3.4 (Cheng-Hsieh [3]) s ≥ 0 で µ(π, s) は凹函数である．.

したがって次の conjecture が残されている．

Conjecture 3.1 −1 < s < 0 で µ(π, s) は凹函数である．

また量子ガウス型通信路とその容量についても Holevo, Sohma and Hirota

[19]等で扱われている．さらに量子テレポーテーションなどのように量子状
態を量子通信路を通して送る場合を想定した quantum -quantum channel

については Ohya [28] によって量子の場合に相互エントロピー (相互情報
量と同じ)を導入して議論を展開している．

4 不確定性関係

4.1 Heisenberg 不確定性関係と Schrödinger 不確定性関係

量子力学の system においては量子状態 ρ における物理量 A を観測し
たときの期待値は Tr[ρA] で表される．また分散は次で定義される．

Vρ(A) = Tr[ρ(A− Tr[ρA]I)2] = Tr[ρA2]− Tr[ρA]2 = Tr[ρA2
0],

ただし A0 = A− Tr[ρA]I. ここで量子状態 ρ と 2つの物理量 A,Bに対
して次の不等式が成り立つことが知られている．

Vρ(A)Vρ(B) ≥ 1

4
|Tr[ρ[A,B]]|2, (4.1)

ただし [A,B] = AB − BA は commutator を表す．さらにより強い結果
として Schrödinger によって次のように与えられた．.

Vρ(A)Vρ(B)− |Re{Tr[ρA0B0]}|2 ≥
1

4
|Tr[ρ[A,B]]|2.
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4.2 Wigner-Yanase-Dyson skew information に関する不確
定性関係

Wigner-Yanase skew information は [35] で次のように定義された．.

Iρ(A) =
1

2
Tr

[(
i
[
ρ1/2, A

])2
]
= Tr[ρA2]− Tr[ρ1/2Aρ1/2A]

この量はある量子状態 ρ とある観測量 A の間の非可換性を表すある種の
degree として提案されている．またこれは Dyson によって次のように拡
張され Wigner-Yanase-Dyson skew information と呼ばれている．

Iρ,α(A) =
1

2
Tr[(i[ρα, A])(i[ρ1−α, A])]

= Tr[ρA2]− Tr[ραAρ1−αA], α ∈ [0, 1].

S.Luo は classical mixture を排除した量子的不確定性を表す次のような
量 Uρ(A) を導入した．

Uρ(A) =
√

Vρ(A)2 − (Vρ(A)− Iρ(A))2,

このとき S.Luo は [24] において Uρ(A) に関する次のような uncertainty

relation を得た．

Uρ(A)Uρ(B) ≥ 1

4
|Tr[ρ[A,B]]|2. (4.2)

ここで次の関係に注意する．

0 ≤ Iρ(A) ≤ Uρ(A) ≤ Vρ(A). (4.3)

不等式 (4.2) は (4.3) の意味で不等式 (4.1) の精密化である．次のように
不等式 (4.2) に対する one-parameter 拡張が与えられている．

Definition 4.1 0 ≤ α ≤ 1 と量子状態 ρ と物理量 A に対してWigner-

Yanase-Dyson skew information を次のように定義する．

Iρ,α(A) =
1

2
Tr[(i[ρα, A0])(i[ρ

1−α, A0])] = Tr[ρA2
0]− Tr[ραA0ρ

1−αA0]

また関連して次の量も定義する．

Jρ,α(A) =
1

2
Tr[{ρα, A0}{ρ1−α, A0}] = Tr[ρA2

0] + Tr[ραA0ρ
1−αA0],

ただし {A,B} = AB +BA は anti-commutator を表す．
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また次を定義する．

Uρ,α(A) =
√

Iρ,α(A)Jρ,α(A).

このとき不等式 (4.2) の直接の一般化が与えられている．

Theorem 4.1 (Yanagi [39]) 任意の量子状態 ρ と任意の物理量 A,B

と任意の 0 ≤ α ≤ 1 に対して次が成り立つ．

Uρ,α(A)Uρ,α(B) ≥ α(1− α)|Tr[ρ[A,B]]|2.

4.3 Metric adjusted skew information and correlation mea-

sure

Mn(C)を n×n complex matrices全体，Mn,sa(C)を n×n self-adjoint

matrices全体とする．Hilbert-Schmidt内積を ⟨A,B⟩ = Tr[A∗B]とする．
Mn,+(C) を Mn,sa(C)　の positive definite matrices 全体， Mn,+,1(C)
を密度行列全体とする．すなわち

Mn,+,1(C) ≡ {ρ ∈ Mn,sa(C)|Trρ = 1, ρ > 0} ⊂ Mn,+(C).

函数 f : (0,+∞) → R が作用素単調であるとは

A,B ∈ Mn,+(C), 0 ≤ A ≤ B =⇒ 0 ≤ f(A) ≤ f(B)

を満たすときである．作用素単調函数 f : (0,+∞) → (0,+∞) は f(x) =

xf(x−1) を満たすとき symmetric, f(1) = 1 を満たすとき normalized と
定義される．Fop を symmetric normalized operator monotone functions

全体とする．このとき Fop の典型的な例は次の通りである．

Example 4.1

fRLD(x) =
2x

x+ 1
, fSLD(x) =

x+ 1

2
,

fBKM (x) =
x− 1

log x
, fWY (x) =

(√
x+ 1

2

)2

,

fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1).
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Remark 4.1 (Gibilisco-Isola [12], Kubo-Ando [23], Petz [29]) 任
意の f ∈ Fop に対して次の関係が成り立つ．

2x

x+ 1
≤ f(x) ≤ x+ 1

2
, x > 0.

すなわち f ∈ Fop は harmonic mean と arithmetic mean の間にある．

f ∈ Fop に対して f(0) = limx→0 f(x) とおく．このとき regular func-

tions と non-regular functions を次のように定義する．

Fr
op = {f ∈ Fop|f(0) ̸= 0}, Fn

op = {f ∈ Fop|f(0) = 0}.

Definition 4.2 (Gibilisco-Imparato-Isola [11], Gibilisco-Isola [12])

f ∈ Fr
op に対して f̃ を次のように定義する．

f̃(x) =
1

2

{
(x+ 1)− (x− 1)2

f(0)

f(x)

}
, x > 0.

Example 4.2

f̃WY (x) =
√
x, f̃WYD(x) =

xα + x1−α

2
, f̃SLD(x) =

2x

x+ 1
,

次の結果が成り立つ．

Theorem 4.2 (G-I-I [11], Gibilisco-Hansen-Isola [10], Petz-Szabo [30])

f → f̃ は Fr
op と Fn

op の間の１対１対応である．

ここで Kubo-Ando [23] によって導入された matrix mean mf は次のよ
うに operator monotone function f ∈ Fop と対応させることができる．

mf (A,B) = A1/2f(A−1/2BA−1/2)A1/2, A,B ∈ Mn,+(C)

matrix mean の概念から次のようにして monotone metrics の集合を定義
する．

⟨A,B⟩ρ,f = Tr[Amf (Lρ, Rρ)
−1(B)],

ただし Lρ(A) = ρA, Rρ(A) = Aρ である．
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Definition 4.3 (Hansen [13], Gibilisco-Imparato-Isola [11]) A,B ∈
Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C), f ∈ Fr

op に対して次の量を定義する．

Corrfρ (A,B) ≡ f(0)

2
⟨i[ρ,A], i[ρ,B]⟩ρ,f , Ifρ (A) ≡ Corrfρ (A,A),

Cf
ρ (A,B) ≡ Tr[Amf (Lρ, Rρ)B], Cf

ρ (A) ≡ Cf
ρ (A,A),

Uf
ρ (A) ≡

√
Vρ(A)2 − (Vρ(A)− Ifρ (A))2.

Ifρ (A) は metric adjusted skew information, Corrfρ (A,B) は metric ad-

justed correlation measure と呼ばれている．

Proposition 4.1 (Gibilisco-Imparato-Isola [11], Gibilisco-Isola [12])

A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C), f ∈ Fr
op に対して次の関係式を得る．

(1) Ifρ (A) = Tr[ρA2
0]− Tr[A0mf̃ (Lρ, Rρ)A0] = Vρ(A)− C f̃

ρ (A0).

(2) Jf
ρ (A) = Tr[ρA2

0] + Tr[A0mf̃ (Lρ, Rρ)A0] = Vρ(A) + C f̃
ρ (A0).

(3) 0 ≤ Ifρ (A) ≤ Uf
ρ (A) ≤ Vρ(A).

(4) Uf
ρ (A) =

√
Ifρ (A)J

f
ρ (A).

(5) Corrfρ (A,B)

= 1
2Tr[ρA0B0] +

1
2Tr[ρB0A0]− Tr[A0mf̃ (Lρ, Rρ)B0]

= 1
2Tr[ρA0B0] +

1
2Tr[ρB0A0]− C f̃

ρ (A0, B0).

Theorem 4.3 (Yanagi [41], Furuichi-Yanagi [8]) f ∈ Fr
op が

x+ 1

2
+ f̃(x) ≥ 2f(x),

を満たせば次の２つの不確定性関係が成り立つ．

Uf
ρ (A)U

f
ρ (B) ≥ f(0)|Tr[ρ[A,B]]|2,

Uf
ρ (A)U

f
ρ (B) ≥ 4f(0)|Corrfρ (A,B)|2

ただし A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) とする．

ここで

fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

のときには次の不確定性関係が得られる．
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Remark 4.1 (Gibilisco-Isola [12], Kubo-Ando [23], Petz [29]) 任
意の f ∈ Fop に対して次の関係が成り立つ．

2x

x+ 1
≤ f(x) ≤ x+ 1

2
, x > 0.

すなわち f ∈ Fop は harmonic mean と arithmetic mean の間にある．

f ∈ Fop に対して f(0) = limx→0 f(x) とおく．このとき regular func-

tions と non-regular functions を次のように定義する．

Fr
op = {f ∈ Fop|f(0) ̸= 0}, Fn

op = {f ∈ Fop|f(0) = 0}.

Definition 4.2 (Gibilisco-Imparato-Isola [11], Gibilisco-Isola [12])

f ∈ Fr
op に対して f̃ を次のように定義する．

f̃(x) =
1

2

{
(x+ 1)− (x− 1)2

f(0)

f(x)

}
, x > 0.

Example 4.2

f̃WY (x) =
√
x, f̃WYD(x) =

xα + x1−α

2
, f̃SLD(x) =

2x

x+ 1
,

次の結果が成り立つ．

Theorem 4.2 (G-I-I [11], Gibilisco-Hansen-Isola [10], Petz-Szabo [30])

f → f̃ は Fr
op と Fn

op の間の１対１対応である．

ここで Kubo-Ando [23] によって導入された matrix mean mf は次のよ
うに operator monotone function f ∈ Fop と対応させることができる．

mf (A,B) = A1/2f(A−1/2BA−1/2)A1/2, A,B ∈ Mn,+(C)

matrix mean の概念から次のようにして monotone metrics の集合を定義
する．

⟨A,B⟩ρ,f = Tr[Amf (Lρ, Rρ)
−1(B)],

ただし Lρ(A) = ρA, Rρ(A) = Aρ である．
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Corollary 4.1 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次が成り
立つ．

UfWY D
ρ (A)UfWY D

ρ (B) ≥ α(1− α)|Tr[ρ[A,B]]|2,

UfWY D
ρ (A)UfWY D

ρ (B) ≥ 4α(1− α)|Corrρ,α, 1
2
(A,B)|2,

ただし

Corrρ,α, 1
2
(A,B)

=
1

2
Tr[ρAB] +

1

2
Tr[ρBA]− 1

2
Tr[ραAρ1−αB]− 1

2
Tr[ρ1−αAραB].

4.4 Generalized metric adjusted skew information

前節の拡張となる不確定性関係が得られる．
f ∈ Fr

op が次の条件 (A)を満たすとする．

g(x) ≥ k
(x− 1)2

f(x)
, for some k > 0.

このとき

∆f
g (x) = g(x)− k

(x− 1)2

f(x)
∈ Fop

とおく．

Definition 4.4 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次の量を定義
する．

Corr(g,f)ρ (A,B) = k⟨i[ρ,A0], i[ρ,B0]⟩f
= Tr[A0mg(Lρ, Rρ)B0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)B0].

I(g,f)ρ (A) = Corr(g,f)ρ (A,A) = Tr[A0mg(Lρ, Rρ)A0]

−Tr[A0m∆f
g
(Lρ, Rρ)A0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)A0].

J (g,f)
ρ (A) = Tr[A0mg(Lρ, Rρ)A0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)A0]

+Tr[A0m∆f
g
(Lρ, Rρ)A0].

U (g,f)
ρ (A) =

√
I
(g,f)
ρ (A) · J (g,f)

ρ (A).
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Theorem 4.4 (Yanagi-Furuichi-Kuriyama [43]) 条件 (A)の下で次
が成り立つ．

(1) A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して

I(g,f)ρ (A) · I(g,f)ρ (B) ≥ |Corr(g,f)ρ (A,B)|2.

(2) A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次の条件 (B)を満たすと
する．

g(x) + ∆f
g (x) ≥ ℓf(x) for some ℓ > 0.

このとき

U (g,f)
ρ (A) · U (g,f)

ρ (B) ≥ kℓ|Tr[ρ[A,B]]|2.

4.5 Generalized quasi-metric adjusted skew information

必ずしもエルミートではない X,Y ∈ Mn(C) に対する一般化された不
確定性関係を考える．

Definition 4.5 X,Y ∈ Mn(C), A,B ∈ Mn,+(C) に対して次の量を定義
する．

Γ
(g,f)
A,B (X,Y ) = k⟨(LA −RB)X, (LA −RB)Y ⟩f

= kTr[X∗(LA −RB)mf (LA, RB)
−1(LA −RB)Y ]

= Tr[X∗mg(LA, RB)Y ]− Tr[X∗m
∆f

b
(LA, RB)Y ],

I
(g,f)
A,B (X) = Γ

(g,f)
A,B (X,X),

Ψ
(g,f)
A,B (X,Y ) = Tr[X∗mg(LA, RB)Y ] + Tr[X∗m

∆f
g
(LA, RB)Y ],

J
(g,f)
A,B (X) = Ψ

(g,f)
A,B (X,X),

U
(g,f)
A,B (X) =

√
I
(g,f)
A,B (X) · J (g,f)

A,B (X).

Theorem 4.5 (Yanagi [46, 49]) 条件 (A)の下で次が成り立つ．

(1) X,Y ∈ Mn(C), A,B ∈ Mn,+(C) に対して

I
(g,f)
A,B (X) · I(g,f)A,B (Y ) ≥ |Γ(g,f)

A,B (X,Y )|2

≥ 1

16
(I

(g,f)
A,B (X + Y )− I

(g,f)
A,B (X − Y ))2.
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Corollary 4.1 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次が成り
立つ．

UfWY D
ρ (A)UfWY D

ρ (B) ≥ α(1− α)|Tr[ρ[A,B]]|2,

UfWY D
ρ (A)UfWY D

ρ (B) ≥ 4α(1− α)|Corrρ,α, 1
2
(A,B)|2,

ただし

Corrρ,α, 1
2
(A,B)

=
1

2
Tr[ρAB] +

1

2
Tr[ρBA]− 1

2
Tr[ραAρ1−αB]− 1

2
Tr[ρ1−αAραB].

4.4 Generalized metric adjusted skew information

前節の拡張となる不確定性関係が得られる．
f ∈ Fr

op が次の条件 (A)を満たすとする．

g(x) ≥ k
(x− 1)2

f(x)
, for some k > 0.

このとき

∆f
g (x) = g(x)− k

(x− 1)2

f(x)
∈ Fop

とおく．

Definition 4.4 A,B ∈ Mn,sa(C), ρ ∈ Mn,+,1(C) に対して次の量を定義
する．

Corr(g,f)ρ (A,B) = k⟨i[ρ,A0], i[ρ,B0]⟩f
= Tr[A0mg(Lρ, Rρ)B0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)B0].

I(g,f)ρ (A) = Corr(g,f)ρ (A,A) = Tr[A0mg(Lρ, Rρ)A0]

−Tr[A0m∆f
g
(Lρ, Rρ)A0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)A0].

J (g,f)
ρ (A) = Tr[A0mg(Lρ, Rρ)A0]− Tr[A0m∆f

g
(Lρ, Rρ)A0]

+Tr[A0m∆f
g
(Lρ, Rρ)A0].

U (g,f)
ρ (A) =

√
I
(g,f)
ρ (A) · J (g,f)

ρ (A).
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(2) X,Y ∈ Mn(C), A,B ∈ Mn,+(C)に対して次の条件 (B)を満たすと
する．

g(x) + ∆f
g (x) ≥ ℓf(x) for some ℓ > 0.

このとき

(a) U
(g,f)
A,B (X) · U (g,f)

A,B (Y ) ≥ kℓ|Tr[X∗|LA −RB|Y ]|2.

(b) U
(g,f)
A,B (X) · U (g,f)

A,B (Y ) ≥ f(0)2ℓ

k
|Γ(g,f)

A,B (X,Y )|2.

ここで

g(x) = fSLD(x) =
x+ 1

2
,

f(x) = fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

k =
f(0)

2
, ℓ = 2

のときには Theorem 4.5の (2)(a) より fidelity と trace distance との関
の新しい関係式が得られる．

Corollary 4.2 A,B ∈ Mn,+(C) に対して次が成り立つ．

1

2
Tr[A+B − |LA −RB|I]

≤ inf
0≤α≤1

Tr[A1−αBα] ≤ Tr[A1/2B1/2]

≤ 1

2
Tr[AαB1−α +A1−αBα]

≤

√(
1

2
Tr[A+B]

)2

− α(1− α)(Tr[|LA −RB|I])2.

Remark 4.2 次の (1), (2) に注意する．

(1) Corollary 4.2 は Powers-Stϕrmer [31] と Audenaert et al [2] によっ
て得られた次の結果の別の表現である．

1

2
Tr[A+B − |A−B|]

≤ inf
0≤α≤1

Tr[A1−αBα] ≤ Tr[A1/2B1/2]

≤

√(
1

2
Tr[A+B]

)2

− 1

4
(Tr[|A−B|])2.
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(2) Tr[|LA −RB|I] と Tr[|A−B|] の間の関係はない．なぜなら

A =

(
3
2

1
2

1
2

3
2

)
, B =

(
4 0

0 1

)
,

のときは

Tr[|LA −RB|I] = 3, T r[|A−B|] =
√
10.

一方

A =

(
13
2

7
2

7
2

13
2

)
, B =

(
2 0

0 5

)
,

のときは

Tr[|LA −RB|I] = 8, T r[|A−B|] =
√
58.

4.6 和型不確定性関係

A =

n∑
i=1

λi|ai⟩⟨ai|, B =

n∑
j=1

µj |bj⟩⟨bj |.

を A,B ∈ Mn,sa(C)のスペクトル分解とする．任意の |ϕ⟩ に対して, 2つ
の確率分布を

P = (p1, p2, · · · , pn), Q = (q1, q2, · · · , qn),

とおく．ただし
pi = |⟨ai|ϕ⟩|2, qj = |⟨bj |ϕ⟩|2.

H(P ) = −
n∑

i=1

pi log pi, H(Q) = −
n∑

j=1

qj log qj

をそれぞれ P,Q の Shannon entropy とする．

Theorem 4.6 (Maassen-Uffink [25])

H(P ) +H(Q) ≥ −2 log c,

ただし c = max
i,j

|⟨ai|bj⟩|.

Theorem 4.7 (Yanagi [48]) 任意の X,Y ∈ Mn(C) と任意の A,B ∈
Mn,+(C)に対して次が成り立つ．
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(2) X,Y ∈ Mn(C), A,B ∈ Mn,+(C)に対して次の条件 (B)を満たすと
する．

g(x) + ∆f
g (x) ≥ ℓf(x) for some ℓ > 0.

このとき

(a) U
(g,f)
A,B (X) · U (g,f)

A,B (Y ) ≥ kℓ|Tr[X∗|LA −RB|Y ]|2.

(b) U
(g,f)
A,B (X) · U (g,f)

A,B (Y ) ≥ f(0)2ℓ

k
|Γ(g,f)

A,B (X,Y )|2.

ここで

g(x) = fSLD(x) =
x+ 1

2
,

f(x) = fWYD(x) = α(1− α)
(x− 1)2

(xα − 1)(x1−α − 1)
, α ∈ (0, 1),

k =
f(0)

2
, ℓ = 2

のときには Theorem 4.5の (2)(a) より fidelity と trace distance との関
の新しい関係式が得られる．

Corollary 4.2 A,B ∈ Mn,+(C) に対して次が成り立つ．

1

2
Tr[A+B − |LA −RB|I]

≤ inf
0≤α≤1

Tr[A1−αBα] ≤ Tr[A1/2B1/2]

≤ 1

2
Tr[AαB1−α +A1−αBα]

≤

√(
1

2
Tr[A+B]

)2

− α(1− α)(Tr[|LA −RB|I])2.

Remark 4.2 次の (1), (2) に注意する．

(1) Corollary 4.2 は Powers-Stϕrmer [31] と Audenaert et al [2] によっ
て得られた次の結果の別の表現である．

1

2
Tr[A+B − |A−B|]

≤ inf
0≤α≤1

Tr[A1−αBα] ≤ Tr[A1/2B1/2]

≤

√(
1

2
Tr[A+B]

)2

− 1

4
(Tr[|A−B|])2.
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(1) I
(g,f)
A,B (X) + I

(g,f)
A,B (Y ) ≥ 1

2
max{I(g,f)A,B (X + Y ), I

(g,f)
A,B (X − Y )}.

(2)

√
I
(g,f)
A,B (X) +

√
I
(g,f)
A,B (Y )

≥ max{
√
I
(g,f)
A,B (X + Y ),

√
I
(g,f)
A,B (X − Y )}.

5 平均に関する不等式

調和平均 幾何平均　 対数平均 算術平均

m(x, y)
(
x−1+y−1

2

)−1 √
xy x−y

log x−log y
x+y
2

f(t)
(
t−1+1

2

)−1
t1/2 t−1

log t
t+1
2

m(A,B) A!B A#B AℓB A▽B

m(x, y) = xf( yx) = yf(xy ),

A!B =
(
A−1+B−1

2

)−1
, A#B = A1/2(A−1/2BA−1/2)1/2A1/2,

AℓB =
∫ 1
0 A#xBdx =

∫ 1
0 A1/2(A−1/2BA−1/2)xA1/2dx,

A▽B = A+B
2 .

n 変数の場合

調和平均 幾何平均　 対数平均 算術平均

m(x1, . . . , xn)
(∑n

i=1
x−1
i
n

)−1

(
∏n

i=1 xi)
1/n I

∑n
i=1

xi
n

m(Ai, . . . , An)
(∑n

i=1
A−1

i
n

)−1

III II
∑n

i=1
Ai
n

I = 2
n(n−1)

∑
i<j

xi−xj

log xi−log xj
,

II = 2
n(n−1)

∑
i<j AiℓAj ,

III = exp{ 2
n(n−1)

∑
i<j logAi#Aj}.
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6 終わりに

von Neumann entropy の一般化が与えられている．　 1 つの例が　
quantum Tsallis entropy である．

Sq(ρ) =
Tr[ρq]− 1

1− q
, 0 < q < 1

また　 quantum relative entropy の一般化も与えられている． 1つの例
が quantum Tsallis relative entropy である．

Sq(ρ|σ) =
1− Tr[ρqσ1−q]

1− q
, 0 < q < 1

これらの性質については Furuichi-Yanagi-Kuriyama [6], [7]等で得られて
いる． また現在いろいろなところで用いられている RSA 暗号は素数の
判別に時間がかかることを利用して作られているが，量子コンピュータが
実用化されれば素数判別が比較的短い時間で得られるようになり，その結
果 RSA 暗号は破たんしてしますおそれがある．したがって根本的に異な
る暗号形式の構築が求められている．量子情報分野ではその解決法として
鍵配送を量子力学の原理を用いることで実現しようとする，いわゆる量子
暗号理論が最近脚光を浴びるようになった． さらに符号理論を量子情報
に取り入れた量子符号理論の研究も盛んに行われている． このように今
までの古典情報から量子情報に研究の軸足が移ってきている．古典情報で
は数学，コンピュータが中心の分野であったが，これからはさらに量子力
学を含んだ分野に広がってきている．
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