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Abstract: 調和解析（フーリエ解析）の分野に Littlewood の conjecture と呼ばれる問題 が
ある（あった）. この問題はDirichlet 核に関連したある種の三角多項式の L1-ノルムの大きさに
関するもので, Hardy-Littlewood の論文 (1948年)にでたものである. P.J. Cohen が 1960 年に部
分的に positive な結果をだしたあと, H. Davenport, E. Hewitt- H.S. Zuckerman, S.K. Pichorides

たちの結果を経て最終的に, 1981年に, 3人のアメリカの数学者 O.G. McGehee - L. Pigno - B.

Smith によって, 解決された. ここでは, この conjecture が解決されるに至った経過を説明したい
と思う.

尚, この原稿は, 2023年 7月に行った講演内容を加筆修正したものである.

§ 1 Lebesgue conctants と Littlewood の conjecture.

T = {eix : 0 ≦ x < 2π}: circle group.

Dn(x) =

n∑
k=−n

eikx (=
sin(n+ 1

2)x

sin 1
2x

) を Dirichlet 核といい,

Ln = ∥Dn∥1 =
1

2π

∫ π

−π

�����
sin(n+ 1

2)x

sin 1
2x

����� dx を Lebesgue constants （Lebesgue 定数）という.

Lebesgue constants については、次のことが知られている.

(1. 1) Ln =
4

π2
log n+O(1).

従って、　特に、

(1. 2) lim
n→∞

Ln

log n
=

4

π2
.

〇 Littelewood の conjecture

(G.H. Hardy and J.E. Littlewood, J. London Math. Soc. 23 (1948), 163-168).

「 定数 C > 0が存在し,整数 n1 < n2 < · · · < nNに対し,
∫ 2π

0

�����
N∑
k=1

einkx

����� dx > C logN.

が成り立つかというものである. ここで, C > 0 は N に無関係な定数. 」
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§ 2 Cohen, Davenport の結果.

この問題に対し、P.J. Cohen は弱い形で, 次のような結果を与えた.

〇 P.J. Cohen (P.J. Cohen, Amer. J. Math. 82 (1960), 191-212).

「 N ≧ 3とする.定数K > 0が存在し,異なる整数 njと cj ∈ C(|cj | ≧ 1)に対し,
∫ 2π

0

������
N∑
j=1

cje
injx

������
dx > K

(
logN

log logN

) 1
8

.

ここで, K > 0 は N に無関係な定数. 」

注意 Cohen は 上の結果が compact connected Aberian group で成り立つことを示している.

更に, H. Davenport は P.J. Cohen の結果を次のように拡張した.　　　

〇 H. Davenport (H. Davenport, Mathmatika 7 (1960), 93-97).

「 十分大きな自然数N と異なる整数 n1, · · · , nNに対し,
∫ 1

0

������
N∑
j=1

ei2πnjx

������
dx >

1

8

(
logN

log logN

) 1
4

.」

注意 Hewitt-Zukerman (Proc. Amer. Math. Soc. 14 (1963), 847-855) は Davenport の結
果が compact connected Aberian group 上で成り立つことを示している.

§ 3 Davenport 以後の主な結果.

〇 S.K. Pichorides (S.K. Pichorides, Mathematika 21 (1974), 155-159).

「 N ≧ 3とする.定数K > 0が存在し,異なる整数 njと cj ∈ C(|cj | ≧ 1に対し,
∫ 2π

0

������
N∑
j=1

cje
injx

������
dx > K

(
logN

log logN

) 1
2

.

ここで, K > 0 は N に無関係な定数. 」

〇 S.K. Pichorides (S.K. Pichorides, Bull. Soc. Math. Grèce 18 (1977), 8-16).

「 定数K > 0が存在し,整数 n1 < n2 < · · · < nNに対し,
∫ 2π

0

������
N∑
j=1

einjx

������
dx > K (logN)

1
2 .

ここで, K > 0 は N に無関係な定数. 」
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〇 S.K. Pichorides (S.K. Pichorides, Ann. Inst. Fourier 30 (1980), 79-89).

「 定数K > 0が存在し,異なる整数 njと cj ∈ C(|cj | ≧ 1)に対し,
∫ 2π

0

������
N∑
j=1

cje
injx

������
dx > K

logN

(log logN)2
.

ここで, K > 0 は N に無関係な定数. 」

§ 4 McGehee-Pigno-Smith の結果.

( Littlewood の conjecture の解決 )

◦ M(T) : T 上の有界正則な complex measure の空間.

µ ∈ M(T), n ∈ Z に対し,

µ̂(n) : =

∫

T
e−intdµ(t).

Theorem (McGehee-Pigno-Smith, Annals of Mathematics, 113 (1981), 613-618)

There is a real number C > 0 such that given any set S = {n1 < n2 < · · · } ⊂ Z and µ ∈
M(T), supp(µ̂) ⊂ S, then

∞∑
k=1

|µ̂(nk)|
k

≦ C∥µ∥.

(C = 30としてとれる)

Corollary p(t) =

N∑
k=1

cke
inkt

但し, {n1 < n2 < · · · < nN} ⊂ Z, |ck| ≧ 1 (k = 1, 2, · · · , N)

=⇒ 1

2π

∫

T

�����
N∑
k=1

cke
inkt

����� dt = ∥p∥1 ≧ 1

C
logN .

Remark Theorem と Corollary は compact connected abelian groups においても成り立つ.

Corollary の証明

p(x) =

N∑
k=1

cke
inkt に対し, Theorem より,

C ∥
N∑
k=1

cke
inkt∥1 ≧

N∑
k=1

|ck|
k

≧
N∑
k=1

1

k
.
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ところで,

N∑
k=1

1

k
>

∫ N+1

1

1

x
dx = log(N + 1).

故に,

∥
N∑
k=1

cke
inkt∥1 ≧ 1

C

N∑
k=1

1

k

>
1

C
log(N + 1)

>
1

C
logN.

§ 5 Kansas にて

1988年 4 月から 1989年 3月までの約 1年間, 城西大学学外研究員制度を利用し, アメリカの
Kansas State University (KSU) に留学した. 当時 KSU には, 調和解析関係では, L. Pigno, S.

Saeki (佐伯貞浩), K. Stromberg, B. Burkel, A. Benett　などの先生方がおられ, L. Pigno 先生が
数学科の Department Head をされていた.　
KSU は semester 制で, 5月中旬で, Spring semester が修了し, Fall semester は 8月下旬から始
まったが, 佐伯先生が Fall semester は Sabbatical で Maryland 大学へ出張されたため, その間佐
伯先生の研究室を利用させてもらった。
Fall semester では, A. Bennett 先生の大学院向けの講義があり, Burkel 先生とその講義を受講し
た. 講義は, A. Torchinsky 著, “Real-variable methods in harmonic analysis, Academic Press,

1986”に沿ったものであった. 1989年 1月から, Spring semesterが始まったが, 1月下旬に, Kansas

滞在中に得られた結果を, 佐伯先生と Burkel 先生に聞いてもらう形でセミナーを行った：　その
結果を簡単に説明する.

Let (G,X) be a transformation group, in which G is a compact abelian group and X is a

locally comact Hausdorff space. Let M(G) be the measure algebra on G, and Ĝ stands for the

dual group of G. For µ ∈ M(G), we define the Fourier transform of µ by

µ̂(γ) =
∫
G(−x, γ)dµ(x) (γ ∈ Ĝ).

Let M(X) be the Banach space of complex-valued bounded Borel measures on X with the total

variation norm. For λ ∈ M(G), µ ∈ M(X), we define λ ∗ µ ∈ M(X) by

λ ∗ µ(f) =
∫
X

∫
G f(g · x)dλ(g)dµ(x) (f ∈ C0(X)).

Set J(µ) = {f ∈ L1(G) : f ∗ µ = 0}, and for µ ∈ M(X), we define the spectrum sp(µ) of µ by

sp(µ) =
∩

f∈J(µ)

f̂−1(0).

For µ ∈ M(G) and γ ∈ Ĝ, we note that

|µ̂(γ)| = ∥γ ∗ µ∥.
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結果 (Yamaguchi(1989年)) (unpublished)

Let (G,X) be a transformation group such that a compact connected abelian group G acts on

a locally compact Hausdorff space X. Let C > 0 be the positive constant in Theorem. Then,

for any countable set S = {γ1 < γ2 < · · · } ⊂ Ĝ and µ ∈ M(G) with sp(µ) ⊂ S, we have
∞∑
k=1

∥γk ∗ µ∥
k

≦ C∥µ∥.

この結果は改良された形で, 佐伯先生との共著の論文として出版された（[17]）.

§ 6 Littlewood の conjecture の応用

§ 4 で述べたように Littlewood の conjecture は 1981年に O.G. McGehee, L. Pigno and B.

Smith によって解決されたわけであるが, この結果の応用を紹介したいと思う.

M(T)を T 上の測度環とする. すると, M(T) は T 上の単位元における unit mass を単位元,

convolution を積として, 単位元を持つ可換 Banach 環になる.

H1(T)を T 上の Hardy 空間とする. すなわち,

H1(T) = {f ∈ L1(T) : f̂(n) = 0 (∀n < 0)}.
H1(T) 上の有界線形作用素 T は, Z+ 上の関数 ψ が存在し,

T (f )̂ (n) = ψ(n)f̂(n) (n ∈ Z+)

となるとき, H1(T) 上の multiplier と呼ばれる.　
µ ∈ M(T) を idempotent measure とする (i.e., µ ∗ µ = µ). H1(T) 上の有界線形作用素 Tµ を

Tµ(f) = f ∗ µ (f ∈ H1(T))

により定義すると, Tµ は H1(T) 上の idempotent multiplier になる. また, {nk} ⊂ N を lacunary

set とする. i.e., ある q > 1 が存在して, nk+1 ≧ q nk (k = 1, 2, 3, · · · ). すると, Paley の不等式
(cf. [9]) により, f ∈ H1(T) に対し,

∞∑
k=1

|f̂(nk)|2 ≦ C ∥f∥1,

となる (ここで, C > 0 は q に関係した定数). E = {nk : k = 1, 2, · · · } とおいたとき,

TE(f )̂ (n) = ξE(n) f̂(n) (n ∈ Z+)

により, H1(T) 上の idempotent multiplier が定まる. これらは, 良く知られた H1(T) 上の idem-

potent multiplier であるが, I. Klemes ([8]) は H1(T) 上の idempotent multipliers を Littlewood

の conjecture の結果を用いて, 完全に特徴づけている.

　　　 § 7 おわりに

　　　　P.J. Cohen の論文 ([1]) は内容が Part I, Part II と 2部構成になっている. 　Part I が本文でふ
れた Littlewood の conjecture に関することで, Part II は局所コンパクト可換群上の idempotent

measures に関するもので, idempotent measures の特徴づけを与えている. ただ, その証明は W.

Rudin の本 ([16]) でも取り上げられているが, かなり長いものである. T. Itô and I. Amemiya は,

[7] で idemplotent measures の特徴づけの simple proof を与えた. Itô-Amemiya 論文の証明は [3,
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Ch. 6]にわかりやすく書かれている. 　 　　　　　　　
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現代社会の中の数理、プログラミング教育

安田英典

1 はじめに

数学は古代ギリシャ以来の学問で尊重すべき歴史の一部でもある。一方、現代社会で進む情報化は、

世界の数学化でもある。世界は数学による抽象化を経て情報として取り扱うことができるようになる。

現代社会の中で、大学の数理的な手法とモデリング、プログラミングコースの教育は重要な役割を果た

している。

現代社会に現れる問題に対応するために必要となる幾つかの数理的な手法がある。それらの中には、特

異値分解やデルタ関数のように数学科の学部教育に現れないものがある。学部教育のカリキュラム刷新

が望まれている。また、昨今、感染症流行などによって、社会現象のモデリングの重要性が認識された。

自然現象の数理モデルは、第１原理たる物理法則の持つ普遍的真理の数理化として価値が担保されてい

る。第１原理が存在しない社会現象の数理モデルの価値を保証するものは何であろうか。これは、モデ

リングのコースで取り上げるべきテーマである。さて、昔、筆者が Fortran77で科学計算プログラムを

書いていた時代、プログラミングは計算アルゴリズムを実装するものであった。世界中で同じアルゴリ

ズムを用いたプログラムが何度も書かれたことだろう。そして、プログラミングは文字通りの手作業で

あった。作図プログラムでは、ペンアップ、ペンダウンまでコーディングした。このような時代はすで

に終焉した。いまや、コード生成 AIがプログラミングの手間さえ省こうとしている。教育にも反映すべ

きだろう。ところで、優れたプログラマーは世界を抽象化してコードを書く能力が卓越しているといわ

れる。そうでない平凡なプログラマーの作成したプログラムは、しばしば、スパゲッティと呼ばれるも

のになる。プログラミングコースで抽象化能力を身につけることが重要なのは間違いない。数学科の教

育に求められるものでもあろう。

城西大学に奉職して 20年を迎える。それ以前は企業に２６年間在籍した。立場が異なると見える景色も

異なってくる。本稿では応用数学、情報数理を志向する紀尾井町キャンパスの教員という立場から数理、

プログラミング教育について私見を述べてみたいと思う。
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