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動的幾何ソフトウエアを利用した平面図形の作図
－和算書にある弓形図形を題材として－

愛知県立津島高等学校 山田　潤*1

1 はじめに
GIGAスクール構想の実現によって，生徒全員がタブレット端末を利用できる時代となった。定
規とコンパスだけでは作図が難しい図形も，動的幾何ソフトウエアを利用すると正確に作図ができ
る場合がある。数学 A「図形の性質」での定規とコンパスによる作図指導の一層の充実を図るに
は，動的幾何ソフトウエアのもつ作図機能を利用した作図と定規とコンパスによる作図との違いを
明確にし，学習者の ICT活用能力の向上に寄与できる教材の開発が必要と考えた。

1.1 算法起原集の問題
算法起原集 (さんぽうきげんしゅう．1877年）は，佐久間纉（さくま・つづき 1819-1896）によ

る江戸時代の和算書にある問題を集めた資料集である。この巻中に関係式（R=a+b+c）に関する
問題 [図 1左]がある。
問 「外円（半径 R）の直径の両端に半径の等しい甲円（半径 a）を内接させる。
さらにこれらの間に任意の連結する二つの乙円（半径 b）と丙円（半径 c）を内接させ
る。このとき，外円の半径を甲円，乙円，丙円の半径で表せ。」

術 「外円の半径は，甲円と乙円と丙円の半径の和に等しい。（R=a+b+c）」

図 1 算法起原集　　　　 　　　　 左右を入れ替えた弓形図形
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この接円関係にある（円のみに関する）平面図形の問題では，外円（半径 R）と大円（半径 a），
中円（半径 b），小円（半径 c）の４つの円の半径の間に，関係式（R=a+b+c）を満たすものが存
在する。この関係式を利用すると紋様などの図形を描くことができる。これらの図形の中に，左右
対称な（弓形）図形 [図１右]がある。和算書における弓形図形とは，円（板）から弦によって「切
り取られる」部分のことである。和算書の問題の場合，「切り取られる」部分の円弧の中心角の大
きさが 180°より大きい弧の場合も含む。この左右対称な（弓形）図形は，算法助術図形目録の 24

番，29番（土倉，2014）として取上げられており，紋様や家紋の作成，反転法（算変法）で利用で
きる。

1.2 アポロニウスの問題
アポロニウスの問題とは，「平面において与えられた３つの円に接する円を描く問題のこと」で

ある。このアポロニウスの問題は，点 Pと直線 L，円 Cの３つの要素の組み合わせ（PPP，PPL，
PPC，PLC，PLL，PCC，LLC, LCC，LLL，CCC）に，それぞれ同時に接する円を求める問題
（半径が 0である円を点，半径が無限大である円を直線と拡張して考える）[図２]となることが知
られている。

図 2 ３円に接する場合　　　　　　　 ２円と直線に接する場合

和算家今村知商が出版した「堅亥録（じゅがいろく），寛永 16年」は，日本ではじめて学術的体
系をなした算書（平山，2007，39-40）である。この中で，円の弧長と面積等を表す近似公式「弧
矢弦の理」や「ピタゴラスの定理（鉤股弦の理）」が述べられている。当時の日本では，まだ（デカ
ルト）座標は知られていなかった。３円が互いに外接する場合には，デカルトの円定理が成り立つ
が，和算家は公式「三円内容円」（小川，2021，225）を用いて計算することができた。長谷川弘・
山本賀前により閲・編纂された和算公式集「算法助術」があった。その新解説・和算公式集「算法
助術」（土倉，2014）が出版されており，和算にある問題の解法調べや学習に利用できる。
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動的幾何ソフトウエアとは，「作図手順を記憶することができること，作図後に幾何要素（点や
直線など）を動かすことにより，自由に作図を変化させることができる」もの (北本, 2022）とす
る。具体的には，GeoGebra，Cinderella，GC（Geometric Constructor）などが該当する。これ
らの作図は，定規とコンパスによる作図（四則演算と開平の操作に対応する）より，高度な作図機
能を備えている。ここでは，作図ツール「５点を通る二次曲線」を利用して，関係式（R=a+b+c）
を満たす「ひな形」を作成し，弓形図形の作図に利用する。筆者はこれまで，この関係式を利用し
た平面図形の作図について研究を続けている（山田，2022．2023．2024）。
４つ以上の円に同時に接している弓形図形の問題を，自作することは容易ではない。ここでは，

和算書にある４つ以上の円に同時に接する部分がある弓形図形の問題を利用することとした。算
額の問題は完成度が高く，見栄えがよい（美しい）ものも多く，和算家の優れた業績を示すことに
もなると考えた。しかし，和算には様々な流派があり，流派によるに秘密主義や遺題継承等で正解
がよくわからない場合もある。和算書や神社・仏閣に奉納された算額の問題も様々であり，出題
（問），解法（解・術）の仕方も一様ではない。ここでは，（デカルト）座標を利用した解答を作成
し，定規とコンパスによる作図の可能性を確認するとともに，「ひな形」を利用した作図例を示す
こととした。高校数学での作図指導の充実をはかること，学習者の ICT活用能力の向上に寄与で
きる教材の開発を目的とする。

2 山川新宿不動堂の問題
問　今有外円内隔斜等円一個斜載等円三個唯　云外円径一二寸　問等円径如何
答　等円径四寸五分八厘
術　置五個開平法乗外径減外径三段内余二除　得等円径問合

現代語訳
図 [図 3左]のように，半径 Rの円内に４つの等円（半径 r）を内接させたい。等円の半径 r を

Rで表せ。
答　 R = 12のとき，r = 4.58（近似値になっている）
術　 r = 3−

√
5

2 R

茨城県結城市の山川新宿不動堂の算額の問題（算法点竄手引艸初編（さんぽうてんざんてびきぐ
さしょへん，茨城県算額集，1897年）である。等円の半径 r を外円の半径 Rで表す問題で，和算
家長谷川弘（はせがわ・ひろむ）の解答が知られている。外円の内部に弦の上側に３個，下側に１
個の計４個の等円が収まっている弓形図形の問題である。

座標を利用した解答例
外円の中心を O，半径を Rとする。
上側の等円の中心座標を (xa, ya)，半径 r，右側の等円の中心座標を (xb, yb)，半径 r とする。
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図 3 山川新宿不動堂の問題と作図例

与えられた条件より，xa = 0，ya = R− r，yb = 3r −Rである。
x2
b + y2b = (R− r)2 · · · ①

(xb − xa)
2 + (yb − ya)

2 = (r + r)2 · · · ②
の連立方程式を解けばよい。

①より，x2
b = (R− r)2 − (3r −R)2が成り立つので，x2

b = 4r(R− 2r)，
図より，xb > 0としてよいので， xb = 2

√
r(R− 2r) · · · ③となる。

②と③より，4r(R− 2r) + (2R− 4r)2 = (2r)2 が成り立つので，r2 − 3Rr +R2 = 0 となる。
これより，r = 3 ±

√
5

2 Rである。
条件より R > r > 0としてよいから，r = 3−

√
5

2 R である。
各円の中心座標は，xa = 0，ya =

√
5−1
2 R，xb =

√
2(5

√
5− 11)R, yb =

7−3
√
5

2 Rとなる。
2R = 12のとき，等円の半径は r = 3−

√
5

2 · 6 = 2.83282 · · · となる。さらに，右側の等円の中心
座標は xb =

√
(2(5

√
5− 11)) · 6 = 7.20678 · · · , yb = 7−3

√
5

2 · 6 = 1.7507772 · · · と無理数となる
ので，定規とコンパスで正確に作図するのは難しい。

この図形は，外円内に４つの等円が示されているだけであるが，「ひな形」を利用して作図を
してみると，関係式（R=a+b+c）を満たすことが確認できる。甲円と乙円の半径が等しい場合
（a = b = r）で，c = R − 2r = (

√
5− 2)Rである。上側の３つの円と弦に同時に接する円（この

円の中心が，外円 O中心と一致する）と，丙円の半径（c）とが等しいことが確認できる。
この図形は，外円内に４つの等円と３つの丙円の合計７つの円によって作られた図形とみるこ

とができる。GeoGebraは無理数を扱うことができるので，「ひな形」を利用して正確に作図 [図 3

右]できる。
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3 東都本郷真光寺天満宮の問題
問　今有如図弧内容五円只云弦八寸小円径一寸問矢幾可
答　矢三寸
術　置小円径六之以弦除之自乗而加四十五箇得数平方開之用減七箇余以除小円径倍之加小
円径得数三帰之得　矢合問

現代語訳
長さ 2s なる定線分を設け，その中線上に半径 r の 2円を弦と中線に接するようにする。このと

き r に接し，中線上に中心をもつ円 aと，aと r に接する円 bを作り, a と bがある円に内接する
ようにする。このとき，定線分 2sの丙端を通る条件を加えればある円は決定し，2sは弦となる。
このときの矢 2dを sと r で表せ。

答　 2s = 8, 2r = 1 のとき 2d = 3

術　 d = 1
3 ·

{
r + 2r

7−
√

45+( 6r
s )2

}

d = 1
3 ·

{
1
2 + 1

7−
√

45+( 3
4 )

2

}
= 3

2 より，矢の長さは，2d = 3となる。

東京都の東都本郷真光寺天満宮の算額の問題（1787年）である。「神壁算法・神壁解」に和算家
西尾喜宣の解答がある。甲円と２つの乙円と弦の間に 2 個の等円が入る問題である。小円の直径
(1寸) と弦の長さ（8寸）から，矢の長さを求める問題である。

座標を利用した解答例
図 [図 4左]のように，円 Aの中心座標を (xa, ya)，半径 a，円 Bの中心座標を (xb, yb)，半径 b，

円 Dの中心座標を (xd, yd)，半径 dとする。
与えられた条件より，xa = 0 ，ya = R− a ，xr = r ，2d = a+ r+ ya − yr = a+ b+ ya − yb

である。
(xr − xa)

2 + (ya − yr)
2 = (a+ r)2 · · · ①

(xb − xr)
2 + (yb − yr)

2 = (b+ r)2 · · · ②
(xb − xa)

2 + (yb − yr)
2 = (a+ b)2 · · · ③

x2
b + y2b = (R− b)2 · · · ④
の連立方程式を解けばよい。

この連立方程式を解くと，R = 4d2+s2

4d と，sと dで表せる。このとき，d = −3(2r2−s2)±s
√
4r2+5s2

2(s2−9r2) r

となる。条件より，d > r > 0としてよいので，d = −3(2r2−s2)+s
√
4r2+5s2

2(s2−9r2) r である。

23



図 4 東都本郷真光寺の問題と作図例（R=100のとき）

2s = 8, 2r = 3のとき，矢の長さ 2dは，2d = 3と求められる。
各円の中心座標は xa = 0, ya = 75

24，xb = 2, yb =
55
24 , xr = 1

2 , yr = 5
3 とすべて有理数となる。

また，R =
4( 3

2 )
2+42

4 3
2

= 25
6 ，a = 25

24，b = 9
8 となるので，この図形は定規とコンパスでの作図が可

能である。
この弓形図形は関係式 (R=a+b+c)を満たすので c = 25

6 − 25
24 −

9
8 = 48

24 である。２つの円 Dの
中心座標は (± 1

2 ,
5
3 )，半径 1

2 の円となるので，「ひな形」を利用して作図できる。
例えば，外円の半径を 100（寸）とすると，外円の内部のすべての円の中心座標と半径が整数で

ある図形 [図 4右]を描くことができる。

4 桑名住吉社の問題
問　今有如図半円内容甲乙丙丁六円只云丁円径三百七十三寸問乙円径幾何
答　乙径一千八十七寸○○有奇
術　置二个平方開之加一个五分乗丁径得乙径合問
（愛知県算額集より）

現代語訳
図 [図 5左]のように，半円の中に６個の円が接しながら入っている。丁円の直径 2rが 373のと

き，乙円の直径 2y を求めよ。
答　 2y ＝ 1087.00 · · ·
術　 2y = 2r(

√
2 + 3

2 )
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三重県桑名市の住吉社にある算額の問題（年代不詳）である。半円の中に，甲円と２つの乙円と
弦の中に３つの円が入る問題である。続愛知県算額集の中に和算家の永田敏昌の解答が示されてい
る。丁円の直径が 373寸のとき，乙円の直径を求める問題である。

座標を利用した解答例
外円，甲円，乙円，丙円，丁円の半径をそれぞれ，R, a, b, c, r (R > a > b > c > r > 0)，第１

象限にある乙円の中心座標を (xb, yb)，丙円の中心座標を (xc, yc)，丁円の中心座標を (xr, yr)とす
る。
与えられた条件より，xa = 0 , ya = R− a, xr = 0, yr = r，yc = c ，yb = b ，R = 2a+ 2rで

ある。
x2
b + y2b = (R− b)2 · · · ①

(xb − xc)
2 + (yb − yc)

2 = (b+ c)2 · · · ②
(xc − yr)

2 + (yc − yr)
2 = (c+ r)2 · · · ③

(a+ c)2 = x2
c + (R− a− c)

2 · · · ④
(a+ b)2 = x2

b + (R− a− b)
2 · · · ⑤

の連立方程式を解けばよい。

図 5 桑名住吉社の問題と作図例

この連立方程式を解くと，
a = 3−

√
2

4 R，b = 1+
√
2

8 R，c = 2
√
2−1
14 R，r =

√
2−1
4 Rより，R = 4(

√
2− 1)r，b = 3+2

√
2

2 r とな
るので，2r = 373のとき，2b = 1087.001658 · · · である。
このときの各円の中心座標は，xa = 0，ya = 1+

√
2

4 R，xb =

√
3−

√
2

2 R，yb =
1+

√
2

8 R，
xc =

√
2−1
2

√
2(3+

√
2)

7 R，yc =
2
√
2−1
14 R，xr = 0，yr =

√
2−1
4 Rであり，各円の中心座標は無理数

となるので，定規とコンパスでの作図は難しい。
この弓形図形（半円形）は，関係式 (R=a+b+c)を満たすので，r = 373

2 のとき，R = 4(
√
2−1)r =

1801.0032 · · · ，a = 3−
√
2

4 R = 714.0016 · · ·，b = 1+
√
2

8 R = 547.50079 · · ·，c = 2
√
2−1
14 R =
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235.2145 · · · となる。
丁円の直径（円径）が 373のとき，乙円の直径は無理数となるが，GeoGebraは無理数を扱える

ので，「ひな形」を利用して正確に作図 [図 5右]できる。

5 熱田神宮の問題
問　今有如図弧内容七円只云上円径若干問得中円径術如何
答　置上径二帰之得中径合問
答　 y = 2x

現代語訳
図 [図 6左]のように直線 l 上に中心をもつ円 y を描く。次にこれに接する円 xを作る。さらに

x, yに接する円 bを 2個及びその共通接線 l′ が一つの円（これを aとおく）を内接するように aを
作る。x, y が決まれば bが決まる。さらに bと y に外接する円 Cを作るとき，cと l′ と bに接す
る円 a′ がきまる。a = a′ のとき，xを y で表せ。
答　 y = 2x

愛知県名古屋市熱田区にある大須観音の算額の問題（1842年）である。弓形図形の中に 7つの
円が互いに外接している問題であり，中円の半径を上円の半径で表す問題である。愛知県算額集に
は，和算家の解義はないと記されているが，大野智恵による解説（深川，1983，35-36）がある。

座標を利用した解答例
上円の中心座標を (xa, ya)，半径 a，中円の中心座標を (xm, ym)，半径 y，下円の中心座標を

(xu, yu)，半径 a，円 Bの中心座標を (xb, yb)，半径 b，円Dの中心座標を (xd, yd)，半径 a′ とする。
与えられた条件より，xa = xm = xu = 0，ya = R − y，yb = R − (2x + 2y + 2a) + b，

ym = R− (2y + x)，yu = yd = R− (2y + 2x+ a)，a = a′ である。このとき，
(xb − xa)

2 + (ya − yb)
2 = (a+ b)2 · · · ①

(xd − xb)
2 + (yd − yb)

2 = (a+ b)2 · · · ②
の関係式が成り立つ。
①より，xb

2 = (a+ b)2 − (a− b)2 = 4ab，xb > 0より，xb = 2
√
abとなる。

②より，(xd − xb)
2 = (a+ b)2 − (a− b)2 = 4ab，xd − xb > 0より，xd − xb = 2

√
abだから，

xd = 2
√
ab+ 2

√
ab = 4

√
abである。

(xb − xa)
2 + (yb − ya)

2 = (y + b)2 · · · ③
(xb − xm)2 + (yb − ym)2 = (x+ b)2 · · · ④
xb

2 + yb
2 = (R− b)2 · · · ⑤

xd
2 + yd

2 = (R− a)2 · · · ⑥
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ym = R− (2y + x)，yu = yd = R− (2y + 2x+ a)，a = a′ である。このとき，
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abだから，
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√
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abである。
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の連立方程式を解けばよい。

図 6 熱田神宮の問題と作図例

この連立方程式を解くと，y = 2xが求められる。
a =

√
3
2

√
x(x+ y)，b = a + 3

4 (x + y)，R = a + x + y + 4ab
x+y と，x と y で表せるので，

a = 3
2x, b =

15
4 x,R = 12xとなる。

x = 4とすると，各円の半径は y = 8, a = 6, b = 15, R = 48となり，すべて整数である。
xa = 0, ya = 40, xb = 6

√
10, yb = 27, xd = 12

√
10, yd = 18, xm = 0, ym = 28, xu = 0, yu = 18

であり，円 Bと円 Dの中心の x座標に無理数
√
10を含む。無理数は

√
10だけであるので，

√
10

を定規とコンパスで描けば，正確に作図できる。
この問題は，上円と中円の円径（直径）の比 2 : 1を求める問題であるが，関係式 (R=a+b+c)

を満たすので，R = 48, a = 8, b = 15のとき，c = 25であり，「ひな形」を利用して作図 [図 6右]

できる。

6 考察
東都本郷真光寺天満宮の問題は，外円の半径 R と各円の半径がすべて有理数となる。また，各
円の中心座標も有理数の組で表すことができるので，定規とコンパスでの作図は可能である。熱田
神宮の問題は，外円の半径を R = 48とすると，各円の半径がすべて整数となるが，円 Bと円 D

の x座標は無理数である。結城市山川新宿不動堂の問題は，外円の半径が r = 12のとき，等円の
半径は無理数である。また，左右にある等円の中心座標も無理数である。桑名住吉社の問題は，丁
円の直径が 373寸のとき，甲円，乙円，丙円だけでなく，外円の直径も無理数であるので，定規と
コンパスでの作図は難しい。
和算書にある弓型図形の中には，正確な作図まで求めていない問題も多く，定規とコンパスでの

作図が難しい場合がある。ここでは，（デカルト）座標を利用した解答を示し，各円の中心座標と
半径を求めた。（デカルト）座標を利用する解法に統一したため，必要な連立方程式の数，解法を
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通してこれらの弓形図形の難易度もわかりやすくなる。円の中心座標と半径を求めることにより，
定規とコンパスによる作図の可能性を知ることができる。これら 4つの弓形図形の問題は，「ひな
形」と GeoGebraのもつ作図機能を利用すると正確に作図できる。
算額の問題は，作成された時代も作成者も様々である。問題は漢文で与えられており，解法も傍

書法（筆算代数）で示されているため初学者が問題を正確に理解し，解くことは難しい。現在用語
で問題を提示し，（デカルト）座標で解答を与えることにより，高校生にも扱いやすい問題になる。
また，同様の連立方程式を解くことになるため，それぞれの問題の難易度も比較しやすくなる。算
額の解答や和算書にある解法を調査することにより，和算家たちの優れた能力と解法を追体験でき
る教材として活用できる。
和算書にある弓形図形の作図を，動的幾何ソフトウエアのもつ定規とコンパスの機能で代用する

だけでなく，定規とコンパスだけでは限界がある作図を GeoGebra のもつ作図機能を利用して正
確に作図する活動によって，ICT活用についての可能性や有用性を示す機会ともなる。「算法起源
集」にある問題の解答からは，関係式（R=a+b+c）を用いた様子は見られない。和算書にある弓
形図形のうち関係式（R=a+b+c）を満たす問題の解答例としてまとめることにもなった。和算書
にある平面図形の問題を教材とすることにより，和算の歴史と和算家の業績を知る機会ともなり，
「伝統や文化に関する教育の充実」（文部科学省，2018，5）にも繋げられる教材と考える。
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